62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
|. kolo kategorie Z7

Z7-1-1

Na obrazku je Sest krouzkti, které tvori vrcholy ¢tyt trojuhelnikd. Napiste do krouzki
navzajem rizna jednomistna prirozena cisla tak, aby v kazdém trojihelniku platilo, ze ¢islo
uvnitf je souctem ¢isel napsanych v jeho vrcholech. Najdéte vSechna feseni. (E. Novotna)

Napovéda. Vsimejte si dvojic trojuhelnikt se spolec¢nou stranou.

Mozné reseni. Oznacme si ¢isla v krouzcich jako na nasledujicim obrazku. Budeme si
postupné vsimat dvojic trojuhelniki, které maji spolecnou stranu.

Trojahelniky se spole¢nou stranou DC': Protoze soucet ¢isel v trojuhelniku DCB je 19
a soucet cisel v trojihelniku DC'F je 11, musi byt ¢islo B o 8 vétsi nez ¢islo F'. V krouzcich
mohou byt jen prirozena cisla od 1 do 9, mame tedy jedinou moznost: B =9 a F' = 1.

Porovname-li trojuhelniky se spole¢nou stranou CB, zjistime, Ze ¢islo A je o 3 vétsi
nez ¢islo D. Tuto dvojici neumime zatim urcit jednoznac¢né, proto pisSeme A = D + 3.

Obdobné porovnanim trojuhelnikt se spole¢nou stranou BD urcime, ze C' = E + 5.
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Z trojuhelniku se souctem ¢isel 19 ted vidime, ze 9+ E+5+ D =19, tj. E+ D = 5.
Protoze ¢islo 1 jsme jiz pouzili, musi byt £ = 2 a D = 3, nebo naopak. Kazda ze dvou
uvedenych moznosti vede k jednomu feseni, jez vidime na obrézcich nize. (V obou piipadech
jsou ¢isla v krouzcich navzajem ruzna.)

WASENIVA3 EN

77-1-2

Pted nasi skolou je kvétinovy zahon. Jednu pétinu vSech kvétin tvori tulipany, dvé
devitiny narcisy, ¢tyri patnactiny hyacinty a zbytek jsou macesky. Kolik kvétin je celkem
na zahonu, jestlize od Zadného druhu jich neni vice nez 60 ani méné nez 30?7 (M. Petrovd)

Napovéda. Mohlo by byt na zdhonu napf. 100 kvétin?

Mozné reseni. Celkovy pocet kvétin musi byt délitelny péti, protoze jednu pétinu tvori
tulipany. Z podobného dtivodu musi byt pocet vSech kvétin délitelny deviti (kvili narcisim)
a patnécti (kvili hyacinttim). Podet vSech kvétin na zahonu je tedy néjaky spole¢ny nasobek
¢isel 5, 9 a 15. Nejmensi spolecny nasobek téchto tii ¢isel je 45, tudiz celkovy pocet kvétin
je nasobkem cisla 45.

V nasledujici tabulce prochazime postupné nasobky 45 a urc¢ujeme odpovidajici pocty
jednotlivych druhti kvétin. Hledame takovy fadek, kde jsou vSechny tyto pocty v rozmezi
od 30 do 60 (véetné).
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celkem tulipany narcisy hyacinty macesky
(c) (t=%0) (n=2c) (h = 1xc) (m=c—t—n—nh)
45 9 10 12 14
90 18 20 24 28
135 27 30 36 42
180 36 40 48 56
225 45 50 60 70

Jediny vyhovujici pfipad je zvyraznén tucné. Se zvétsujicim se celkovym poctem kvétin
se zveétsuji i pocty kvétin jednotlivych druhti, takze dalsi vySe neuvedené moznosti zfejmé
vyse uvedenym pozadavkim nevyhovuji. Na zahonu pred skolou mame celkem 180 kvétin.

Poznamka. Jakmile v fadku najdeme ¢islo mensi nez 30 nebo vétsi nez 60, nemusime
ostatni polozky dopocitavat — tato moznost totiz jisté nevyhovuje. Predchozi diskuse
tedy mutze byt uplna, i kdyz tabulka je netplna.
Jiné reSeni. Nejprve dopocitame, jakou ¢ast mezi vSemi kvétinami zaujimaji macesky:
1 2 4 14
5 9 15 45
Aby byl pocet macesek prirozenym ¢islem, musi byt pocet vSech kvétin nasobkem c¢isla 45.
V takovém ptipadé jsou i pocty ostatnich kvétin prirozena cisla.
Pocéty vsech jednotlivych druhi jsou v rozmezi od 30 do 60 (v¢etné), odkud umime
urcit rozmezi celkového poctu kvétin:
Tulipany tvori % celkového poctu kvétin, tudiz pocet vSech kvétin musi byt

od 30 -5 = 150 do 60 - 5 = 300,

podle pomérného zastoupeni narcisii musi byt pocet vsech kvétin

9 9
od30-§:135d060-§:270,

podle hyacint musi byt pocet vSech kvétin

15

15
d 30 - kg
od 30 1

=112,5 do 60 —- = 225

a podle macesek

45 45
od 30 12 96,4 do 60 1 92,9

Predchozi ¢tyti podminky maji platit soucasné, tzn. celkovy pocet kvétin se pohybuje
v rozmezi od 150 do 192 (v€etné). Mezi témito ¢isly je jediny nasobek 45, totiz 180. Na
zédhonu roste celkem 180 kvétin.
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Z7-1-3

Obri Bobr a Kolodéj mluvi nékteré dny jenom pravdu a nékteré dny jenom 1Zou. Bobr
mluvi pravdu pouze o vikendech, Kolodéj mluvi pravdu v pondéli, v patek a v nedéli,
v ostatni dny lze.

Jednoho dne Bobr tekl: ,Vcera jsme oba lhali.“

Kolod¢j vsak nesouhlasil: ,,Aspon jeden z nas mluvil véera pravdu.®

Ktery den v tydnu mtzou obfi vést takovy rozhovor?
(M. Volfovd a V. Zddnik)

Napovéda. Pomozte si prehlednou tabulkou, ze které by bylo patrné, kdy ktery obr 1ze
a kdy ne.

Mozné reseni. Informace ze zadani pro prehlednost vepiseme do tabulky:

Bobr Kolodé¢j
pondéli — +
utery - —
stfeda — —
¢tvrtek — -
patek — +
sobota + —
nedéle + +

Bobr muze tvrdit ,vcera jsme oba lhali“ bud v den, kdy mluvi pravdu a soucasné
predchozi den oba obfi lhali (coz se stat nemuze), nebo v den, kdy lZe a soucasné predchozi
den aspon jeden z obrtt mluvil pravdu (tj. v pondéli nebo v utery). Bobr tedy mize Fici
,veera jsme oba lhali“ jediné v pondéli nebo v utery.

Kolod¢j muze tvrdit ,aspon jeden z nas mluvil véera pravdu“ bud v den, kdy mluvi
pravdu a soucasné predchozi den aspon jeden z obri mluvil pravdu (tj. v pondéli nebo
v nedéli), nebo v den, kdy 1ze a soucasné predchozi den zadny z nich pravdu nemluvil (tj.
ve stfedu nebo ve ¢tvrtek). Kolodéj tedy miize nesouhlasit ,aspon jeden z nas mluvil véera
pravdu® jediné v pondéli, ve stfedu, ve ¢tvrtek nebo v nedéli.

Jediny den, kdy mtzou obfi vést uvedeny rozhovor, je tudiz pondéli.

727-14
Pani ucitelka napsala na tabuli néasledujici ¢isla:

1,4, 7,10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43.

Dvé sousedni ¢isla se 1isi vzdy o stejnou hodnotu, v tomto pripadé o 3. Pak z tabule smazala
vSechna cisla kromé 1, 19 a 43. Dale mezi tato tii ¢isla dopsala nékolik celych cisel tak,
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ze se kazda dvé sousedni ¢isla opét lisila o stejnou hodnotu a pritom zadné ¢islo nebylo
napsano dvakrat.
Kolika zptsoby mohla pani uéitelka ¢isla doplnit? (K. Pazourek)

Napovéda. Muze byt mezi doplnénymi ¢isly napf. 57

Mozné reseni. Jeden ze zpusobu, jak ¢isla doplnit, je samoziejmé ten, ktery pani udi-
telka smazala (v tomto ptipadé je rozdil sousednich ¢isel roven 3). Dalsi mozny, ziejmé
nejjednodussi, zptsob je doplnit vSechna pfirozena ¢isla od 1 do 43 (v tomto pfipadé je
rozdil roven 1).

Kazdé doplnéni podle zadani je zcela urceno rozdilem sousednich ¢isel, ktery si ozna-
¢ime d. VSechna mozné doplnéni lze tedy urcit zkusmo uvazovanim vsech moznych rozdila d
a kontrolou, zda v odpovidajici posloupnosti (zac¢inajici 1) jsou obsazena také ¢isla 19 a 43.

Nicméné, aby v takové posloupnosti bylo obsazeno ¢islo 19, musi byt rozdil 19—1 = 18
néjakym nasobkem urcujici konstanty d. Podobné, aby v takové posloupnosti bylo obsazeno
také ¢islo 43, musi byt rozdil 43 — 19 = 24 néjakym nasobkem ¢isla d. Jinymi slovy, d musi
byt spolecnym délitelem cisel 18 a 24. VSechna mozna doplnéni tedy odpovidaji vsem
spolecnym délitelim cisel 18 a 24, coz jsou pravé cisla 1, 2, 3 a 6. Pani ucitelka mohla
doplnit ¢isla na tabuli ¢tyfmi zptisoby.

Poznamka. Predchozi tvahy muzou byt vhodné podporeny piedstavou na Ciselné ose;
zde je zvyraznéno déleni s nejvétsim moznym rozdilem d = 6:

1 7 13 19 25 31 37 43
L B B e B B B A o w o oo )

Z7-1-5

Ve sportovnim arealu je upravend plocha tvaru obdélniku ABCD s delsi stranou AB.
Uhlopticky AC a BD sviraji tihel 60°. BéZci trénuji na velkém okruhu ACBDA nebo na
malé draze ADA. Mojmir bézel desetkrat po velkém okruhu a Vojta patnactkrat po malé

draze, tedy patnactkrat v jednom sméru a patnactkrat v opacném. Oba dohromady ubéhli
4,5km. Jak dlouha je thlopticka AC? (L. Hozovad)

Napovéda. Je néjaky vztah mezi délkou thlopricky a délkou kratsi strany obdélniku?

Mozné FeSeni. Prisecik uhlopticek oznac¢ime S. Musime rozhodnout, zda se zadana veli-
kost 60° vztahuje k thlu ASB nebo ASD. Protoze pro strany obdélniku plati |[AB| > |AD|,
musi byt thel ASB tupothly a thel ASD ostrouhly. Velikost 60° tedy pfislusi thlu ASD.

D C

60°
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V kazdém obdélniku jsou trojihelniky ASD a BSC rovnoramenné a navzajem shodné,
v nasem pripadé jsou dokonce rovnostranné. To znamena, ze usecky AS, SC, CB, BS, SD
a DA jsou shodné, jejich délku (v metrech) oznac¢ime s. Chceme ur¢it délku tuhlopficky,
jez pri soucasném znaceni odpovida hodnoté 2s.

Délka velkého okruhu je tedy 6s a celkova vzdalenost, kterou ubéhl Mojmir, je 10 - 6s =
= 60s. Délka malé drahy je 2s a celkova vzdalenost, kterou ubéhl Vojta, je 15 - 2s = 30s.
Oba dohromady tedy nabéhali 60s+30s = 90s, coz je podle zadani rovno 4,5 km = 4 500 m.
Plati tedy

90s = 4 500,

odkud plyne 2s = 100. Délka uhlopticky je 100 m.

77-1-6
Maéame ¢tvereckovou sit se 77 uzlovymi body. Dva z nich jsou oznaceny A a B jako na

obrazku. Bod C necht je jeden ze zbylych uzlovych bodi. Najdéte vSechny mozné polohy
bodu C tak, aby trojihelnik ABC mél obsah 6 ¢tvereckd. (E. Novotnd)

Napovéda. ZkousSejte nejdiiv takové body, aby néktera strana trojuhelniku lezela na né-
jaké primce tvorici ¢tvereckovou sif.
Mozné resSeni. Pokud hledame feseni zkusmo, nejspis za¢neme zkouset uzlové body tak,
jak naznacuje napovéda. Uvazujme nejprve uzlové body na vodorovné piimce jdouci bo-
dem A; polohu bodu C pocitame od A doleva:
1. trojuhelnik je pravouhly a jeho obsah je zfejmé 2 c¢tverecky, coz je malo,
2. vyska z bodu B rozdéluje trojihelnik na dva (shodné) pravoihlé trojuhelniky, obsah
je 2 4+ 2 = 4 c¢tverecky, coz je porad malo,
3. vyska z bodu B rozdéluje trojuhelnik na dva (neshodné) pravothlé trojuhelniky, obsah
je 44 2 = 6 ¢tvereckli a mame prvni vyhovujici feseni, které oznac¢ime Cf.

Tentyz bod lze najit i bez zkousSeni, pokud si vcas uvédomime, ze obsah kazdého
diskutovaného trojuhelniku je roven poloviné obsahu pravotuhelniku, jehoz jedna strana je
AC' a druhi je rovna 4 jednotkdm (velikost vysky z bodu B), viz obrazek. Hleddme tedy
takovy uzlovy bod na myslené pirimce, aby obsah odpovidajicitho pravotuhelniku byl roven
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12 ¢tvereckim. Bod C' tedy musi byt 12 : 4 = 3 jednotky od A, a abychom neopustili
vyznacenou oblast, musime mitit doleva.

Velmi podobnym zptisobem Ize zdtivodnit i dalsi feseni na vodorovné primce prochéze-
jici bodem B, které oznac¢ime Cy. (Soumérny bod podle B opét vychézi mimo vyznacenou
oblast.) Pfimka C1C5 je rovnobézna s AB, tudiz kazdy trojuhelnik ABC, jehoz vrchol C'
lezi na této pfimce, ma tutéz vysku na stranu AB, tedy i tentyz obsah. Hledame tedy

takové uzlové body, které soucasné lezi na primce C;C5. Takto nalézame bod, ktery je
oznacen C3.

Analogickou tivahou v opacné poloroviné vymezené primkou AB zjistime, ze zbyla
feSeni jsou praveé ty uzlové body, jez soucasné lezi na vyznacené bezejmenné piimce. Takto
nalézame posledni vyhovujici bod, ktery je oznacen Cj.
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Uloha mé celkem 4 feSeni, ktera jsme postupné oznacili C, Cs, C3 a Cy.

Poznamky. V uvedeném feSeni predpoklddame znalost faktu, Ze obsah libovolného troj-
thelniku je roven poloviné pravothelniku, ktery ma jednu stranu spolec¢nou s trojihelnikem
a druhou shodnou s vyskou na tuto stranu. Jednoduché zdivodnéni tohoto tvrzeni je v pod-
staté ukdzano v feseni tlohy Z6-1-2.
I bez této dovednosti lze tlohu dofesit zkousenim, jak jsme naznacili v aivodu. Obsah
libovolného trojuhelniku ABC' s vrcholy v uzlovych bodech lze vzdy vyjadrit nasledovné:
e trojuhelniku ABC opiseme pravouhelnik, jehoz strany lezi na pfimkach tvoricich ¢tve-
reckovou sit,
e pokud je to nutné, rozdélime dopliikové plochy k trojihelniku v opsaném pravothel-
niku na pravouhlé trojihelniky, piip. pravothelniky,
e obsah trojuhelniku vyjadiime jako rozdil obsahu opsaného pravothelniku a obsahti
jednotlivych doplnkovych casti z predchoziho kroku.

Vypocet obsahti nékterych trojihelniki by podle tohoto navodu vypadal nasledovné
(viz obrazky vyse):

SABCI:3-4—?—?:12—6: ,
SABC’2:4'4—%—%:16—10: :
SABC’S:5'8—¥—%—1-4—L24=40—34= :
SABC4:2-8—154—254—158:16—10=6.

Vsimnéte si, ze ani pri tomto postupu neni nutné vycerpavat vsechny moznosti: mame-li
napr. zjisténo, ze bod C je fesenim, jisté jiz nemusime uvazovat takové uzlové body, kdy
by odpovidajici trojuhelnik bud obsahoval trojihelnik ABC45 nebo byl jeho ¢asti (v prvém
pripadé by vznikly trojuhelnik mél vétsi nez pozadovany obsah, v druhém pfipadé mensi).
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