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1. Ve spolecénosti lidi jsou meékteré dvojice sprdtelené. Pro kladné celé cislo k = 3
rekneme, Ze spolecnost je k-dobra, pokud lze kaZdou k-tici lidi ze spolecnosti roze-
sadit kolem kruhového stolu tak, Ze se kaZdi dva sousedé prdteli. Dokazte, Ze je-li
spolecnost 6-dobrd, pak je i 7-dobrd. (Josef Tkadlec)

Reseni. Uvazme libovolnou sedmici lidi ze skupiny, jez je 6-dobra, a ozna¢me je A az G.
Staci dokazat, ze tuto sedmici lze pozadovanym zptisobem rozesadit kolem kruhového
stolu. Omezme se na vztahy mezi A,...,G. Nejdrive dokazeme, ze kazdy z nich ma
alespon tii pratele. Bez Gjmy na obecnosti to ukazeme pro G.

Dle predpokladu lze kolem kruhového stolu rozesadit Sestici B, ..., G, takze G ma
jisté alespon dva ptatele. Bez Gjmy na obecnosti je jednim z nich F'. Dle pfedpokladu
1ze ovSem kolem stolu rozesadit i Sestici A, ..., E,G (bez F'), takZze i v ni ma G alespon
dva pratele, tedy spolu s F' ma G alespon tfi pratele.

To, ze kazdy c¢len sedmice méa alespon tfi pratele, ovsem znamena, ze alespon jeden
¢len ma nejméné ctyii pratele, protoze kdyby kazdy ze sedmi ¢lentt mél pravé tii pratele,
existovalo by v sedmici celkem presné % -7-3 spratelenych dvojic, coz zfejmé neni mozné.

Nyni (opét bez ijmy na obecnosti) predpokladejme, Ze ¢len s alespori ¢tyFmi prateli
je G. Dle predpokladu lze kolem kruhového stolu rozesadit Sestici 4, ..., F. V takovém
rozesazeni museji nékteii dva ze ¢ty pratel G sedét vedle sebe. Clena G pak miiZzeme
posadit mezi né a jsme hotovi.

Pozndmka. Tvrzeni, ze je-1i spole¢nost k-dobra, pak je i (k + 1)-dobréa, plati prave
pro k € {3,4,5,6,7,8,10,11,13,16}.! Protipiikladem pro k = 9 je napiiklad takzvany
Petersentv graf (obr.1).

Obr. 1

2. Redlnd cisla x, y, z jsou zvolena tak, Ze cisla

1 1 1
|22 + 2yz|”  |y? + 2zz]” |22 + 2ay

jsou délkami stran (nedegenerovaného) trojihelniku. Uréete vSechny mozné hodnoty
vyrazu xy + yz + 2. (Michal Rolinek)

ReSeni. Pii volbé z =y = 2z =t > 0 jsou zminéna ¢isla délkami stran rovnostranného
trojuhelniku a xy+yz+zx = 3t2, takze vyraz xy+vyz -+ zx mize nabyvat viech kladnych
hodnot. Podobné pro x =y =t > 0 a z = —2¢ maji tTi zlomky postupné hodnoty %t‘2,
%t_Q, %t‘z, coz jsou kladna ¢isla odpovidajici délkam stran rovnoramenného trojuhel-
niku (plati # < 1 + %). Pfitom zy + yz + za = —3¢?, takze vyraz zy + yz + zz mize
nabyvat i vSech zapornych hodnot.

1 Viz Wikipedie: Hypohamiltonian graph.



Dale dokazeme, ze nuly vyraz xy + yz + zx nabyvat nemtze. Predpokladejme opak.
Cisla z, y, z jsou nutné po dvou riizna: pokud by platilo napfiklad = = y, byl by
jmenovatel prvniho zlomku roven |22 + 2yz| = |2y + (yz + 22)| = 0, coZ neni moZné.

Zkoumejme zlomky bez absolutnich hodnot. Odec¢tenim zy+yz+zx = 0 od kazdého
jmenovatele s naslednou upravou na soucin obdrzime

1 1 1
x2+2yz+y2+22x+z2+2xy_
1 1 1
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Z toho ovSem vyplyva, Ze v puvodni trojici zlomki (s absolutnimi hodnotami) byla
hodnota jednoho z nich souc¢tem hodnot zbylych dvou. To je ve sporu s predpokladem,
ze tyto hodnoty jsou délkami stran nedegenerovaného trojihelniku (nemohou totiz spl-
niovat trojihelnikovou nerovnost!).

Odpovéd. Moznymi hodnotami vyrazu jsou vSechna realna ¢isla kromé 0.

3. Je ddn trojuhelnik ABC'. Osa uhlu pri vrcholu A protind stranu BC v bodé D.
Oznacéme E, F stredy kruznic opsanych trojuhelnikim ABD, ACD. Jakou velikost
muze mit uhel BAC, lezZi-li stred kruznice opsané trojuhelniku AEF na primce BC'?

(Patrik Bak)

Reseni. Oznaéme «a velikost zkoumaného tthlu BAC a O stfed kruznice opsané troj-
thelniku AEF. Jelikoz thly BAD a CAD jsou ostré, lezi oba body E a F' v poloro-
viné BCA, a tudiz pro odpovidajici stfedové a obvodové thly prislusné tétivam B.D
a C'D kruznic opsanych trojuhelnikim ABD a ACD (obr.2) plati

|xBED| = 2|xBAD| = a = 2|xDAC| = |xDFC|.

Rovnoramenné trojuhelniky BED a DFC jsou tedy podobné (sus), takze |[<EDB| =
= |xFDC|. A protoze jejich zdkladny lezi na téze piimce, je dokonce |XEDF| = «.
Ptimka BC je proto osou vnéjsiho tthlu u vrcholu D v trojuhelniku FDF. Ta, jak zndmo,
prochazi sttedem oblouku F DF' kruznice opsané trojuhelniku EDF', tedy bodem, ktery
lezi na ose jeji tétivy EFF. Tim bodem je ovsem bod O, ktery jako stfed kruznice opsané
trojuhelniku AEF lezi na ose strany E'F (a dle pfedpokladu i na BC'). Speciélné tak
plati | xFOE| = |<xFDE| = a.

Obr. 2

Jelikoz AEDF je deltoid, je i | < EAF| = «. Ze soumérnosti je zfejmé, ze piimka EF
oddéluje body A a O (jak uz vime, lezi bod O na oblouku EDF, ktery je soumérné
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sdruzeny s obloukem EAF'). Podle véty o obvodovém a stfedovém uhlu je proto veli-
kost nekonvexniho tthlu FOF rovna dvojnasobku velikosti konvexniho thlu FAF. Tim
padem 360° — a = 2|X FAF| = 2«, z ¢ehoz okamzité plyne a = 120°.

Naopak se snadno presvédéime, Ze aspon jeden takovy trojuhelnik existuje (obr. 3):
naptiklad pro |[AB| = |AC| a a = 120° jsou E, F stiedy stran AB, AC, trojtihelniky
DAFE a DAF jsou rovnostranné a stfed kruznice opsané trojuhelniku AEF skutecné
lezi na strané BC' (splyva totiz se stfedem D strany BC).

RN,

B D C

Obr. 3

Odpoveéd. Jedind mozn4 velikost tthlu BAC' je 120°.

4. UvaZujme libovolnou trojici celych c¢isel a, b a c, kterd jsou délkams stran trojuhelni-
ku, nemaji spolecnéeho delitele vétsiho neZ 1 a pro néz jsou hodnoty vsech tri zlomki
a? +b% —c? b2 + % —a? c? +a? —b?
a+b—c’ b+c—a ’ c+a—>b

celociselné. Dokazte, Ze soucin jmenovateli téchto tri zlomki nebo jeho dvojndsobek
je druhou mocninou celého ¢isla. (Jaromir Simsa)

ReSeni. Oznaéme 2 = a+b—c¢, z = b+c—a, y = ¢+ a — b kladné jmenovatele

jednotlivych zlomkt. Pak a = (y+2), b=1(z+z), c=%(z+y) a

@ +0* = =5 ((y+2)?+(+2)? = (2 +y)?) = 5(2(z + 2 +y) —xy),

N[ =

takze dle pfedpokladu musi platit z | zy a podobné y | xz a x | y=.

Nyni stac¢i dokazat, ze pro kazdé liché prvocislo p je exponent jeho nejvyssi mocniny,
ktera jesté déli soucin xyz, sudy. Pokud bude i exponent nejvyssi mocniny dvojky, ktera
jesté déli soucin zyz, sudy, bude zyz druhou mocninou celého cisla. V opa¢ném piipadé
bude druhou mocninou jeho dvojnasobek 2xyz.

Pro liché prvocislo p oznacme nejvyssi mocniny, v nichz p déli ¢isla z, y, z, jako
p%, p?, p7. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze min{a, 5,7} = v. Kdyby
bylo v > 0, délilo by p kazdé z ¢isel z, y, z, a tedy i kazdé z ¢isel a, b, ¢, coz je ve sporu
s jejich predpokladanou nesoudélnosti. Tim padem v = 0.

Z délitelnosti x | yz pak plyne a < 8 a podobné z y | zz plyne 8 = «, tedy 5 = a,
takze v soucinu xyz se p skutecné vyskytuje v sudé mocniné o + 5 + v = 2a.

Tim je tvrzeni ulohy dokazano.



5. Je ddn rovnoramenny lichobéznik ABCD s delsi zakladnou AB. Oznacme I stred
kruznice vepsané trojuhelniku ABC a J stred kruznice pripsané strané AD troj-
thelniku ACD. Dokazte, Ze primky I.J a AB jsou rovnobézné. (Patrik Bak)

ReSeni. Oznaéme K stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABD. Jelikoz zfejmé plati
IK || AB, staci dokdzat JK || AB. Ozna¢me |[<ABD| = |<ACD| = ¢. Pak |<xAKD| =
=90°+ 1y a |xDJA| = 90° — S¢, takze ctyFthelnik AKD.J je tétivovy (obr.4).

Obr. 4

Jelikoz ptimky AK, D.J jsou osy stfidavych thli, jsou rovnobézné, coz spolu s ob-
jevenou kruznici dava |<AKJ| = |<xADJ| = |xDAK| = |xKAB|. Piimky AB a JK
jsou tedy rovnobézné.

Poznamka. Stied M oblouku DA spoleéné kruznice opsané trojuhelnikim ACD
a ABD ma4 jak znamo obecné od vrcholu A a D stejnou vzdalenost jako od stfedu L a K
kruznic po fadé témto trojuhelniktim vepsanym. Protoze oba tuhly LAJ a LD.J jsou na-
vic pravé, lezi body A, D, L a K na kruznici s primérem L.J (obr.5). Trojuhelnik JK M
je tudiz rovnoramenny a plati [xMJK| = |*xCMK| = 1|xCMB| = |xCAB| =

= 3|XACD| = |xJCD|, coz davé potiebnou rovnobéznost JK || CD || AB.

Obr. 5



Jiné feseni. Ozna¢me J' patu vysky z bodu J na pfimku CD a I’ patu vysky
z bodu I na piimku AB (obr.6).

Obr. 6

Staci dokdzat |II'| + |JJ'| = v, kde v je vyska lichobézniku. Ozna¢me |AB| = a,
|BC| = |AD| =b, |CD| = ¢, |AC| = |BD| = u. Podle znamych vzorcti pak plati

|JJ/|— 2SACD . CcC-v |II/|— 2SABC i a-v
~ |AC|+|CD| —|AD| u+c—10b’ - |AB|+|BC|+|AC|  a+b+u’
Po dosazeni a roznasobeni zbude dokéazat rovnost u? = ac + b?, kterou dostaneme
spojenim dvou pythagorejskych rovnosti

u —< 9 +v7, = 5 +v

anebo z Ptolemaiovy véty pro (tétivovy) rovnoramenny lichobéznik ABCD.

6. Najdéte nejmensi prirozenée cislo n takove, Ze pro libovolné obarveni cisel 1,2,
3,...,n tremi barvami existuji mezi uvedenymsi cisly dvé cisla téZe barvy, jejichZ
rozdil je druha mocnina prirozeného cisla.

(Vojtech Bélint, Michal Rolinek, Josef Tkadlec)

Reseni. Dokazeme, ze hledané piirozené &islo je n = 29. Nejprve ukaZeme, ze at obar-
vime prvnich 29 prirozenych ¢isel jakkoli, vzdy mezi nimi budou néjaka dvé cisla stejné
barvy, jez se budou lisit o druhou mocninu pfirozeného ¢isla. A poté uvedeme priklad
vhodného obarveni 28 ¢isel, které ukaze, ze pozadovanou vlastnost neméa zadné n < 28.

Pfipustme naopak, Ze prvnich 29 pfirozenych ¢isel lze obarvit tfemi barvami A,
B, C tak, ze rozdil zadnych dvou ¢isel téZe barvy neni druhd mocnina, a ozna¢me f(i)
barvu ¢isla ¢ pro i € {1,2,...,29}.

Jelikoz 9, 16 a 25 jsou druhé mocniny, museji mit kazda dvé z ¢isel 1, 10, 26 rtiznou
barvu. Totéz plati i pro kazda dvé z ¢isel 1, 17, 26, tudiz ¢isla 10 a 17 museji mit stejnou
barvu. Stejnou tivahu uplatnime i pro dalsi trojice tvaru a,a+9,a+25 a a, a+16, a+ 25,
a € {2,3,4}, tudiz stejnou barvu museji mit i ¢isla 11 a 18, 12 a 19, 13 a 20, tedy
F(11) = £(18), £(12) = f(19) a f(13) = [(20).

Ozna¢me A barvu ¢isel 10 a 17, tj. f(10) = f(17) = A. Jelikoz ¢isla 10 a 11 se
lisi 0 1 = 12, musi mit dvojice 11, 18 jinou barvu nez A, ozna¢me jejich barvu jako B.
Jelikoz 19 = 18 + 12 = 10 + 32, musi byt f(19) rtizné od f(18) = B i f(10) = A,
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takze f(12) = f(19) = C. Z rovnosti 20 = 19 + 12 = 11 + 32 oviem podobné plyne, Ze
f(20) # f(19) = C a f(20) # f(11) = B, musi proto byt f(13) = f(20) = A. Odvodili
jsme f(13) = A = f(17), coz je kyzeny spor, nebot 17 — 13 = 4 = 22. Pro prvnich
29 ¢isel tudiz takové obarveni neexistuje.

Protipriklad pro n = 28 uvadime v néasledujici tabulce.

1 2 3 4
B|C|A|C
5 6 7 8 9
Al B|C | B|C
10 11 12 13 14
Al B|C | B|C
15 16 17 18 19
A/ B|A| B |C
20 21 22 23 24
A/ B|A| B |C
25 26 27 28
Al C|A| B
Obr. 7

Snadno ovétrime, ze kazda dveé cisla, ktera se lisi o 1, 4, 9, 16 nebo 25 jsou obarvena
rtznou barvou.



