67.ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. V ostrotihlém trojihelniku ABC oznacme O stfed kruznice opsané, S,, S, po fadé
stfedy stran BC, AC a P patu vysky na stranu AB. Vyjadiete podil |OS,|/|OS|
pomoci a = |BC|, b= |CA| a k = |AP|/|BP|.

. Najdéte vSechna kladna redlna cisla ¢ takova, ze pro libovolné nezadporné realné

¢islo x plati nerovnost
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. Pro kterd n je mozné vyplnit tabulku n x n &sly od 1 do n? tak, aby soucet ¢isel
v kazdém tadku i v kazdém sloupci byl délitelny sedmi?

. Kolik nejvyse ¢isel 1ze vybrat z mnoziny M = {1,2,...,2018} tak, aby rozdil zad-
nych dvou vybranych ¢isel nebyl roven prvocislu?

Krajské kolo kategorie B se kona
v atery 10. dubna 2018

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feSeni tloh 4 hodiny ¢istého casu. Povolené
pomticky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.
Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky
dovoleny nejsou. Za kazdou tilohu miize soutézici ziskat 6 bo-
di; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a tplnost sepsaného postupu. Bodova hranice
souc¢tu ziskanych bodu (vyssi nez 7 bodu) k uréeni tspésnych
fesiteld bude stanovena centralné po vyhodnoceni statistik
vysledki ze vSech kraji. Tyto tdaje se zaktm sdéli pred
zahajenim soutéze.



67.ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie B

1. Trojahelniky S,OC a PBC jsou podobné, nebot jsou oba pravouhlé a velikost
obvodového thlu PBC' prislusného tétive AC' je rovna poloviné velikosti stfedového
thlu AOC ptislusného téze tétivé (obr.1).
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Obr. 1

Ze stejného duvodu jsou podobné i trojuhelniky S,OC a PAC. Plati proto

0S.| _ |AP| _ |AP] [0Sy| _ |BP| _ |BP|
0C| — |AC)| b 0C|  |BC| a ’
odkud
|0S.| _ [AP]-|OC| a _|AP] @ _ g @
0S| b |BP|-|OC|  |BP| b = b’

Za plné feseni udélte 6 bodt, pritom kazdy z nasledujicich krokd ocente jednim bodem: 1. jedna po-
dobnost (s ditkazem), 2. druhd podobnost (s dikazem), 3. spravny pomér v prvni podobnosti, 4. spravny
pomér v druhé podobnosti, 5. spojeni do rovnosti (eliminace |OC/), 6. spravny zavér (vyjadfeni pomoci
a, b, k).

2. Diky podminkdm z = 0 a t > 0 mtzeme danou nerovnost ekvivalentné upravit
na kvadratickou nerovnost vzhledem k x:
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Dosazenim x = 0 dostaneme ¢(2 — t) = 0, a tak pro hledand ¢ > 0 nutné ¢ < 2.



M4-1i nerovnost (1) platit pro vSechna nezéporné ¢isla z, nemtize byt koeficient u 22
zaporny, jinak bychom pro dostatecné velké nezédporné z jisté ziskali na pravé strané (1)
zapornou hodnotu. Musi proto byt ¢ — 1 = 0 neboli ¢ = 1.

Naopak pro libovolné ¢ € (1,2) budou ziejmé koeficienty vSech tii ¢lent kvadra-
tického trojé¢lenu (v proménné z) na pravé strané nerovnosti (1) nezdporné, takze dana
nerovnost bude platit pro libovolné nezaporné realné cislo .

Za uplné feseni udelte 6 bodu.

Za dikaz, ze t = 1, dejte 2 body (lze nahlédnout napiiklad sporem: pro ¢ < 1 po tpravé na
22 < (t —2)x +t(t —2)/(1 —t) je vidét, ze parabola nemiize lezet pod zadnou piimkou).

2 body za dtikaz, ze t < 2. To lze dokdzat opé&t sporem i tak, Ze za piredpokladu t > 2 upravime
na x2 2 (t —2)z +t(t —2)/(t — 1), takze graf ptimky, kterou piedstavuje vyraz na pravé strané, protne
osu y v kladném bodé, coz odporuje poloze vrcholu paraboly y = z2.

2 body za dtikaz, Ze nerovnici opravdu vyhovuje interval (1,2) a formulaci zavéru.

1 bod strhnéte, je-li opomenuta zminka o ekvivalentnich Gpravach, pokud je nutné.
Za pouhé ovéfeni, ze tvrzeni funguje pro koneéné mnoho ¢ z intervalu (1, 2), zddné body nedavejte.

3. Soucet vsech ¢isel v tabulce je 2n?(n? + 1). M&-li byt tento soucet délitelny
sedmi, musi byt sedmi délitelné bud samo n, nebo &slo n? + 1. Jak se vSak snadno
piesvédéime, ¢islo n? + 1 neni nasobkem sedmi pro zadné ptirozené n. (To samoziejmé
staGi ovéfit jen pro m rovna vSem moznym zbytktm 0,1,...,6 pii déleni sedmi.)

Je-li naopak n nasobek sedmi, lze tabulku skutecné vyplnit tak, aby pozadavky
tlohy byly splnény. Sta¢i do ni vepsat ¢isla od 1 do n? postupné podle velikosti po
jednotlivych fadcich. V i-tém fadku (1 = i < n) tak budou éisla

TGi—1)+1, 7(i—1)+2, ..., 7(i—1)+n,

jejichz soucet je délitelny sedmi, nebot soucet 14+ 2+ ...+ n = n(n + 1) je zfejmé
nasobkem sedmi.
Podobné v j-tém sloupci (1 < j < n) budou disla

jn+g, ..., (n—1)n-+jy,

jejichz soucet je nj +n(l+24...+n—1), coz je ndsobek ¢isla n, a tedy i sedmi.

Za Gplné feseni udélte 6 bodl. Za nalezeni nutné podminky 7 | n udélte 3 body, za ovéfeni, Ze pro tato n
lze tabulku vyplnit, udélte 3 body. Podrobnéji: 1 bod za pozorovani, ze soucet Cisel tabulky musi byt
délitelny 7, 1 bod za vypocet tohoto souc¢tu jako %nQ (n? 4+ 1), 1 bod za korektni ditkaz, #e 7 | n, 1 bod
za popis vyhovujiciho vyplnéni, 1 bod za dikaz, ze fadky maji soucet délitelny 7, 1 bod za dikaz, ze
sloupce maji soucet délitelny 7.

A diléi body: 1 bod dejte za hypotézu, ze odpovédi je 7 | n. Za ditkaz, ze pro koneéné mnoho n to
udélat nejde, ani za nalezeni vyplnéni pro n = 7 (a nic vic) zddné body nedévejte.

4. Vybér 505 cisel 1,5,9,13,17,...,2017 € M, jez davaji pii déleni ¢tyfmi zby-
tek 1, mé zfejmé pozadovanou vlastnost, nebot rozdil kazdych dvou vybranych éisel
je nasobkem ¢&tyt, tedy ¢islo slozené. (Protoze 4 je nejmensi slozené ¢islo, neni mozny
podobné pravidelny vybér o vétsim poctu éisel.)

Ukazeme, Ze vice Cisel s pozadovanou vlastnosti z dané mnoziny vybrat nelze, at
postupujeme jakkoli. K tomu nejprve ovérime klicové tvrzeni, ze totiz z kazdé osmice
po sobé jdoucich ¢isel 1ze vybrat nejvyse dvé ¢isla.

Dokazeme nejprve, ze pokud vybereme néjaké ¢islo n, ze sedmi nésledujicich ¢isel
n+1,n+42 ...,n+ 7 lze vybrat nejvyse jedno. Skutecné, pak uz nelze vybrat zadné
z Cisel n+2, n+3,n+5, n+7. A ze zbyvajici trojice n + 1, n + 4, n + 6 lze vybrat jen



jedno ¢islo, nebot jejich rozdily jsou prvodisla 2, 3 a 5. Tim je tvrzeni o sedmici éisel,
jez nasleduji za kterymkoli vybranym cislem n, dokazano. Z néj je uz ziejmé, ze Zadnd
osmice po sobé jdoucich ¢isel nemtze obsahovat vice nez dvé vybrana cisla, jak jsme
slibili ovérit.

Danou mnozinu M muzeme rozdélit na mnozinu {1,2,...,10} a 251 néasledujicich
osmic. Pfitom z mnoziny {1,2,...,10} lze vybrat nejvyse t¥i vyhovujici ¢isla. Kdyby-
chom z prvni desitky

{1,2,...,10} = {1,2) U{3,4,...,10} = {1,2,...,8} U {9,10}

vybrali vyhovujicim zptisobem ¢tyfti ¢isla, podle dokazané vlastnosti kazdé osmice po
sobé jdoucich ¢isel bychom museli vybrat jak obé€ ¢isla 1 a 2, tak obé ¢isla 9 a 10, avsak
9 — 2 je prvocislo. Z mnoziny M tak lze vybrat nejvyse 2 - 251 + 3 = 505 cisel.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. 1 bod za myslenku, Ze z osmice po sobé jdoucich ¢isel se daji vybrat
nejvyse dvé a 1 bod za korektni dikaz této myslenky. 1 bod za rozdéleni ¢isel spravnym zpisobem na
disjunktni osmice a ,zbytek®“. 1 bod za spravné odvozeni, ze z takového rozdéleni plyne, Ze miizeme
vybrat nejvyse 505 Cisel. 1 bod za konstrukci samotné vyhovujici mnoziny a 1 bod za zdivodnéni, ze
sestrojend mnozina tuloze vyhovuje.

V pripadé castecného reseni dejte 1 bod za konstrukci prikladu 505 Cisel, kterda vyhovuji a jesté
bod navic za diukaz, ze k nim nejde pridat zadné dalsi ¢islo.



