68. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &sti kolniho kola kategorie C

1. Jaky je nejvétsi mozny pocet Cisel, jez lze vybrat z mnoziny {1,2,...,2019} tak,
aby soucin zadnych tii z vybranych ¢isel nebyl délitelny deviti? Uvedte priklad
vyhovujici podmnoziny a zdivodnéte, pro¢ nemuiize mit vétsi pocet prvki.

(Ales Kobza)

2. Pavel a Michal hraji nasledujici hru: U vrcholi ¢étyfsténu (trojbokého jehlanu) jsou
zpocatku napsané nuly. Pavel nejprve vybere néktery vrchol ¢tyrsténu a zvetsi c¢islo
u néj napsané o 2. Poté Michal vybere nékterou hranu tohoto Ctyfsténu a zvétsi
¢isla v obou jejich krajnich bodech o 1. Jejich ,tahy“ se pravidelné stiidaji. Vyhrava
ten, po jehoz tahu budou ve vSech vrcholech ¢tyfsténu navzajem rtzna cisla. Ktery

z hraca si dokéze zajistit vyhru? (Tomas Jurik)
3. Necht D, E znaci po tadé stfedy stran AB, BC' trojuhelniku ABC a F je stfed
usecky AD. Dokazte, ze pfimka C'D puli usecku EF'. (Jaroslav Svréek)

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
v atery 29. ledna 2019

tak, aby zacala nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni tloh 4 hodiny cistého casu. Za kazdou
ulohu miize soutézici ziskat 6 bodii, tspésnym resitelem je
ten zak, ktery ziskd 10 bodl nebo vice. Povolené pomiicky
jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky. Kalku-
latory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomticky do-
voleny nejsou. Tyto udaje se zaktm sdéli pred zahajenim
soutéze.



68. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni é4sti skolntho kola kategorie C

1. Mezi vybranymi ¢isly nesmi byt zadny nasobek deviti a pfitom mezi nimi miize
byt nejvyse jedno ¢islo, které je délitelné tremi, nikoli vsak deviti. Mizeme tedy vybrat
vSechna ¢isla, ktera nejsou délitelna tfemi, a pridat k nim jakékoli ¢islo, které je délitelné
tremi, nikoli vSak deviti.

Zaver. Nejvétsi mozny pocet cisel, kterda miizeme pozadovanym zplisobem vybrat

z mnoziny {1,2,...,2019}, je tedy roven 2 -2019 4+ 1 = 1347.

Uloze vyhovuje napi. mnozina {1,2,3,4,5,7,8,10,11,...,2015,2017,2018}, ktera
méa prave 1347 prvkid. Tato mnozina obsahuje ¢islo 3 jako jediné cislo délitelné tfemi,
které vsak deviti délitelné neni.

Za tuplné feseni udélte 6 bodl, z toho 1 bod za zdtivodnéni, ze tam nemutze byt cislo délitelné 9,

1 bod za zdivodnéni, ze tam mtze byt nejvyse jedno c¢islo délitelné 3 (nedélitelné 9), 3 body za odhad
maximalniho poctu prvki na zaklade téchto pozorovani, 1 bod za priklad vyhovujici mnoziny.

2. Ukazeme, ze vitéznou strategii ma Pavel, ktery mtze vyhrat jiz svym druhym
tahem.

Vrcholy uvazovaného ¢tyrsténu oznacme pismeny A, B, C, D. V prvnim tahu Pavel
zvétsi o 2 ¢islo u nékterého vrcholu étyfsténu ABC D, napf. u A. Michal pak zvoli bud
nékterou hranu vychézejici z téhoz vrcholu (napf. AB), nebo vybere nékterou hranu,
kterd z A nevychazi, napr. BC.

V prvnim pfipadé Pavel (ve svém druhém tahu) zvétsi o 2 ¢islo napsané u jednoho
z vrcholt C, D, napt. u vrcholu C'. U jednotlivych vrcholi A, B, C, D ¢tytsténu ABC D
pak budou po radé napsana navzajem rtzna cisla 3,1,2,0. Ve druhém piipadé Pavel
zvétsi o 2 hodnotu u nékterého z vrcholi B nebo C, napt. u B. U jednotlivych vrcholt
A, B, C, D uvazovaného ¢tyisténu ABCD jsou pak i v tomto pfipadé napsana po radé
navzajem ruzna cisla 2,3, 1, 0.

Tim je tloha vyreSena.

Pozndmka. Ulohu lze fesit bez oznadeni vrcholfi jen tivahami o neusporddanych
¢tveticich k nim pfipsanych ¢isel, protoze kazdé dva vrcholy ¢tyfsténu jsou spojeny
hranou. Se zapisy ¢tveric ¢isel v pofadi od nejvétsiho po nejmensi pak celé feseni vy-
pada nasledovné: Po prvnim Pavlové tahu vznikne ¢tvetice 2,0, 0, 0, kterou Michal mtize
zménit bud na ¢tvefici 3,1, 0,0, nebo na ¢tverici 2,1, 1, 0. Kazdou z obou ¢étvefic ziejmé
Pavel dokdZe svym druhym tahem zménit na ¢tvefici 3,2, 1,0, a to bud zvétsenim jedné
ze dvou nul na dvojku, anebo zvétsenim jedné ze dvou jednicek na trojku.

Za uplné feseni udélte 6 bodu, z toho 1 bod za vysvétleni, ze po dvou tazich jsou moznosti 3,1,0,0 resp.

2,1,1,0, 2 body za prvni ptipad, 2 body za druhy pfipad, 1 bod za zavér. Za pouhé konstatovani (bez
hlubsiho zdivodnéni), ze vitéznou strategii mé Pavel, udélte 1 bod.

3. Necht G znaci stied tsecky BD, coz znamend, ze bod D je nejen stfedem
strany AB, ale i stiedem tisecky F'G (obr. 1). Usetka EG je pak stiedni piickou v troj-
thelniku BC'D, a je tudiz rovnobézna s C'D. Bod C' tak lezi na rovnobézce se stranou EG
trojuhelniku GEF jdouci sttedem D jeho strany F'G, a proto tato rovnobézka C'D nutné
prochazi i stredem H treti strany EF'F’, jak jsme méli dokazat.
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Jiné feSeni. Oznacme S stied téznice CD trojthelniku ABC (obr.2). Usetka DE
je stfedni pficka v trojuhelniku ABC, takze |DE| = %]AC’ |, a usecka F'S je stiedni
pfitka v trojihelniku ADC, takze |FS| = 2|AC|. Usetky DE a FS jsou tedy shodné
a rovnobézné (se stranou AC). Ctyitihelnik DESF je proto rovnobéznik, a jak znamo,
jeho uhlopticky se vzajemné puli. Tim je dikaz ukoncen.

Jiné FesSeni. Pro bod D plati |FD|: |DB| = C
=1 : 2. Sestrojime-li bod C’ jako obraz bodu C ve
stfedové soumeérnosti podle stiedu F' (obr. 3), bude E
BF téznice trojuhelniku BCC’ a bod D jeho té-
zisté. Primka C'D tudiz obsahuje téznici trojihel-
niku BCC’, a proto piili jeho stranu BC” stejné jako A D B
jeho stredni piicku E'F' s ni rovnobéznou.

Jiné reseni. Mame dokézat, ze na primce C' D
lezi téznice trojuhelniku CEF, coz je ekvivalentni
tomu, Ze obsahy trojihelniki CDF a CED (obr.1) c’
jsou stejné.! Pfitom zfejmé pro obsahy jednotlivych Obr. 3
trojuhelnikt plati

S(CDE) = 15(DBC) = LS(CAD) = S(DFC),

nebot F je stied BC, D je stied AB a F' je stied AD.

Pozndmka. Rovnost obsahti se d& dokazat i postupnym vypoctem obsahii vzhledem
k obsahu trojihelniku ABC'": Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze S(ABC) = 1.
Jelikoz |FB| : |[AB| = 3, je S(BFC) = 3. Jelikoz |FD| : |DB| = 3, je S(CDF) = 1.
Dale S(CDB) = 1, a protoze E je stted CB, je S(CED) = 1S(CDB) = 1, takze

opravdu S(CDF) = S(CDB).

Za uplné feSeni udélte 6 bodt. Pfi prvnim postupu udélte 3 body za zavedeni bodu G, 1 bod za dikaz
EG || CD, 2 body za zdivodnéni, ze stfedni pficka DH trojuhelniku GEF musi lezet na pfimce CD.

Pti druhém postupu dejte 3 body za zavedeni bodu S, 1 bod za objev obou stfednich pricek ED,
F'S, 1 bod za zdivodnéni, ze jde o dvé rovnobézné a shodné usecky, a 1 bod za zavér, ze DESF je
rovnbéznik, a tudiz se jeho thlopticky ptli (misto toho lze uplatnit vétu usu k dtkazu shodnosti troj-
uhelnikt DEH a SFH, kde H znadi pruseéik thlopfi¢ek, z niz potfebnd rovnost |EH| = |F H| plyne).
trojuhelniku BCC’ (a tudiz C'D je piimka jeho téznice), dale 1 bod za objev stfedni pticky EF a 1 bod
za zaveér, Ze téZnice puli stfedni pricku.

Koneéné za tvrzeni, ze sta¢i dokdzat rovnost obsaht trojihelniki CDF, CED (nebo ekvivalent-
né, ze obsah ¢tyfuhelniku CFDE je dvakrat vétsi nez jeden z nich) dejte 3 body, za dikaz rovnosti
zminénych obsahti dalsi 3 body. Za nedokonceny vypocet vSak udélte nejvyse 1 bod.

1 To plyne ze znadmého faktu, Ze pro libovolny bod X uvniti¥ dhlu QPR maji trojuhelniky PXQ,
PXR stejny obsah, pravé kdyz bod X lezi na pfimce téznice z vrcholu P trojuhelniku PQR.



