68. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Je déano pfirozené ¢islo n. Tom a Jerry hraji proti sobé hru na planu sestavajicim
z fady 2018 policek. Na zacatku Jerry polozi figurku na néjaké policko. V kazdém
kroku pak Tom fekne celé ¢islo z intervalu (1,n) a Jerry posune figurku o vyiéeny
pocet policek podle své volby bud doleva, nebo doprava. Tom vyhrava, jakmile
Jerry nema kam tahnout. Najdéte nejmensi n, pro néz Tom vzdy dokéze volit ¢isla
tak, aby po konec¢ném poctu kroki vyhral. (Josef Tkadlec)

. Najdéte vsechna celd ¢isla m a n, pro ktera plati n" ! = 4m? + 2m + 3.

(Tomds Jurik)
. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC'. Na jeho pireponé BC' lezi body D, E takové,
ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je takovy vnitini bod trojuhelniku ABC,
ze DEF' je pravouhly rovnoramenny trojuhelnik s pfeponou DFE. Jaka je velikost

uhlu BFC? (Patrik Bak)
. Najdéte maximalni hodnotu vyrazu a? + b% + ¢? pro realna &isla a, b, c takova, Ze
v8echna t¥i ¢isla a + b, b+ ¢, ¢ + a jsou z intervalu (0, 1). (Jan Mazdk)

Krajské kolo kategorie A se kona
v atery 15. ledna 2019

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni uloh 4 hodiny cistého casu. Povolené
pomticky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.
Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky
dovoleny nejsou. Za kazdou tllohu miize soutézici ziskat 6 bo-
d; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a uplnost sepsaného postupu. Bodova hranice
k urceni tspésnych resitelti bude stanovena centralné po vy-
hodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vSech kraji. Tyto
udaje se zaktm sdéli pred zahajenim soutéze.



68. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie A

1. Dokézeme, ze hledané nejmensi n je 1010. Pfedpoklddejme, Ze n < 1009. Potom
ma Jerry nasledujici jednoduchou strategii: Polozi figurku na jakékoli policko a pak vzdy
tahne tak, aby neprohral. Takovy tah by nemohl udélat, jen pokud by nalevo i napravo
od zvoleného policka bylo nejvySe n — 1 poliéek. To bychom pak ale méli dohromady
nejvyse jen 2(n — 1) +1 =2n — 1 < 2017 policek, coz je spor.

Predpokladejme, ze n = 1010. Ocislujme policka zleva 1,2,...,2018. Pokud je fi-
gurka na policku 1009 nebo 1010, staci Tomovi fici 1010 a Jerry nemiize tahnout. Pokud
je figurka na policku k£ < 1009, fekne Tom 1009 — k. Tehdy Jerry nemtize tahnout dopra-
va, nebot by se ocitl na prohravajicim policku 1009. Nutné tedy musi tdhnout doleva.
Pokud tento tah nemtize udélat, prohrava. Pokud mtze, ptiblizi se k levému okraji. Jenze
doleva se nemiize posouvat donekonec¢na, takze pokud Tom opakuje tuto strategii, tak
po kone¢ném poctu kroku vyhraje. Analogicky, pokud je figurka na policku £ > 1010,
fekne Tom c¢islo £ — 1010, ¢imz Jerryho pfinuti tdhnout doprava, a takto pokracuje,
dokud nevyhraje.

Jiné feseni. Ukazeme jinou strategii pro Toma pro n = 1010. Jak jsme jiz objasnili
v predeslém feseni, pokud je figurka na policku 1009 nebo 1010, staci Tomovi Fici 1010.
Pokud je figurka na policku k£ < 504, fekne Tom 1009 — k. Jelikoz k — (1009 — k) <
< —1, nemuze Jerry tdhnout doleva, takze nutné musi tdhnout doprava na prohréavajici
policko 1009. Symetricky, pokud k = 1515, fekne Tom k—1010 a donuti Jerryho tdhnout
na prohréavajici policko 1010, jelikoz k + (k — 1010) = 2020. Déale pokud je figurka na
policku 505 < k < 1008, Tom fekne 1010, a Jerry musi nutné tahnout doprava, ¢imz se
figurka octne na policku 1515 < [ < 2018, o kterém jiz vime, Ze na ném Jerry prohraje.
Konecéné pokud je figurka na policku 1011 < k < 1514, bude po tahu 1010 na policku
1 <1 <504, které je pro Jerryho prohravajici.

Poznamka. Tato strategie je zajimava tim, ze dokazuje, ze Tomovi na vyhru staci
nejvyse tii tahy. Z praktického hlediska je tedy tato strategie pro néj vyhodna.

Jiné reseni. Pro n = 1010 ukadzZeme jesté jednu jednoduchou Tomovu strategii,
pii niz dokonce ani nemusi znat polohu figurky. Strategie je nésledujici: At je figurka na
jakémkoli policku k, pouzije Tom dvojici tahti 1010 a 1009. Vysvétlime, proc je takova
strategie vyhravajici.

Pokud k = 1009 nebo k = 1010, je uz tah 1010 vitézny. Pokud k& < 1009, zptisobi
dvojice tahti 1010 a 1009, Ze se figurka nutné posune na poli¢ko k+ 1. Analogicky pokud
k = 1011, tyto tahy zptsobi, Ze se figurka posune na policko k — 1. Uvedend dvojice tahti
tedy v kazdém kroku figurku pfiblizuje k policku 1009 resp. 1010. Po kone¢ném poctu
krokt se tak figurka octne na jednom z téchto policek, na némz nasledné prohraje.

Bodovaci schéma.

Za uplné feseni udélte 6 bodu:

> [1 bod] Spravny vysledek n = 1010 (tento bod udélte v netplnych feSenich jen v pfipadé, ze je
explicitné uvedeno, ze jde o hypotézu o vysledku).

> [2 body] Jerryho strategie pro n < 1009 (rozebrana niZe).

> [3 body] Tomova strategie pro n = 1010 (rozebrané nize).
Jerryho strategie obecné:

1. V pripadé, ze zdtivodnéni spravnosti neni dostatecné, nebo strategie obsahuje opravitelnou chybu,
udélte nejvyse 1 bod.



2. Také udélte nejvyse 1 bod, pokud je strategie spravné popsana a zduvodnéna pro néjaké n < 1009,
pficemz se d4 jednoduse upravit, aby fungovala pro vsechna n < 10009.

3. Za strategii, ktera nefunguje pro véechna n < 1009, a ani se nedd jednoduse upravit, aby fungovala,
neudé€lujte zadny bod.

4. Pokud fesitel popiSe Jerryho strategii pro n = 1009 a ta funguje i pro n < 1009, ale explicitné
neuvede, Ze funguje i pro mensi n, tak bod strhnéte, pravé kdyz neni evidentni, Ze opravdu funguje
i pro n < 1009.
Tomova strategie obecné:

1. V pripadé, ze strategie nebo dikaz jeji spravnosti obsahuje malou opravitelnou chybu, strhnéte
1 bod.

2. Pokud je strategie nespravnd, tak se pii udélovani diléich bodu fidte podle jednoho z nasledujicich
t¥i schémat.

3. Diléi body za ruzné Tomovy strategie se nescitaji.
Tomova strategie z prvniho feseni:

> [1 bod] Strategie pro poli¢ka 1009 a 1010.

> [1 bod] Definovani strategie pro zbyvajici policka.

> [1 bod] Zdtivodnéni, Ze takové strategie opravdu funguje v koneéném poctu krokt.
Tomova strategie z druhého feSeni:

> [1 bod] Strategie pro poli¢ko 1010.

> [1 bod] Strategie pro ,krajni“ policka k < 504 a k = 1515.

> [1 bod] Strategie pro zbyvajici 505 < k < 1008 a 1011 £ k < 1514.
Tomova strategie z tfetiho reseni:

> [1 bod] Explicitni definovani strategie.

> [1 bod] Zdtivodnéni, ze figurka se po kazdé dvojici tahti octne na policku k + 1 nebo k — 1.

> [1 bod] Zavér, ze po konecném podétu krokil se figurka dostane na prohravajici policko 1009 nebo
1010.

2. 7 dané rovnosti vyplyva, ze éislo n"~! je celé. Toto ¢islo mé ziejmé stejnou
paritu jako ¢islo n. Cislo 4m? + 2m + 3 je vSak vzdy liché, takze i n musi byt liché.
Tim padem je n — 1 sudé, takze n”~! je druhd mocnina lichého é&isla (ze dvou moznych
zékladi dale vezmeme ten kladny).

Polozme n™~! = k2, kde k je kladné liché &islo. Dostavame tak rovnici

k* = 4m? + 2m + 3. (1)

Jeji pravou stranu doplnime standardnim zpiisobem na ¢tverec, ¢imz dostavame

1\ 11
k? = (2 —) —.
m + 5 + 1
Abychom méli na obou stranich celé ¢isla, vynasobime ziskanou rovnici ¢islem 4

a nasledné ji upravime do souc¢inového tvaru:
4k* = (4m + 1)% + 11,
(2k —4m — 1)(2k +4m + 1) = 11.

Soucin celych cisel a = 2k —4m — 1 a b = 2k +4m + 1 je tedy roven 11, pritom jejich
soucet a + b = 4k je cislo kladné, takze kladna jsou i obé ¢isla a a b. Protoze 11 je
prvoéislo, musi byt {a,b} = {1,11}, a tedy 4k = 12 neboli k = 3. Z rovnosti a = 5 —4m
pak pro ¢ = 1 médme m = 1, zatimco pro a = 11 celo¢iselné m neexistuje. A rovnici
n"~1 = k? = 9 zfejmé spliuje jediné celé n = 3.

Jedina dvojice celych ¢isel (m,n) vyhovujici zadané rovnici je (1, 3).

Pozndamka. ReSeni rovnice ab = 11 se samoziejmé da najit i bez dalsich uvah
rozebranim ¢tyf moznosti a = +1, +11. A misto uziti rovnosti a = 5 — 4m jsme mohli

hodnotu k£ = 3 dosadit do (1) a vyfesit kvadratickou rovnici s kofeny m; = 1 a mg =
=-3/2.



Jiné Feseni. Poté, co dokaZeme, Ze 4m? + 2m + 3 je druh4 mocnina celého é&isla,
muZeme postupovat i jinak. Pro vSechna m = 2 totiz plati

(2m)? < 4m? +2m +3 < (2m + 1)?
a naopak pro m < —2 plati
(—2m —1)® < 4m? +2m + 3 < (—2m)>.

Tim padem zbyva provéfit jen m € {—1,0,1}. Snadno zjistime, Ze k feSeni vede pouze
m = 1, z ¢ehoz plyne n = 3.

Pozndmka. Argument se ,,sevienim* ¢isla mezi dva po sobé jdouci ¢tverce lze pouzit
i jinak. Pro m = 0 plati (2m)? < 4m? + 2m + 3. Jelikoz 4m? + 2m + 3 je ¢tverec, tak to
nutné znamend (2m + 1)2 < 4m? + 2m + 3, z éehoz dostaneme m < 1. Pro m < —1 lze
podobné vyuzit nerovnosti (—2m — 1)2 < 4m? + 2m + 3.

Jiné FeSeni. Ukazeme jesté jeden zptisob, jak vyfesit rovnici (1), kdyz uz vime, zZe
k je kladné liché ¢islo. Rovnici upravime na tvar

(k —2m)(k + 2m) = 2m + 3. (2)

Pokud m = 0, je prava strana rovnice (2) kladné. Jelikoz k + 2m je kladné, je
i ¢initel k& — 2m kladny, takze k — 2m = 1. Vynasobenim tohoto odhadu ¢islem k + 2m
dostaneme 2m + 3 = k + 2m, takze 3 = k. Ze dvou moznych hodnot £ = 1 nebo k = 3
dojdeme k Feseni pouze pro k = 3, kdy mame (m,n) = (1, 3).

Pokud m < 0, mtizeme dokonce predpoklddat, ze m < —2, nebot pro m = —1
vychézi k? = 3, coz neni mozné. Polozme m’ = —m, potom m’ = 2. Upravme (2) na

(k+2m")(2m' — k) =2m’ — 3.

Protoze ¢isla k+2m’, 2m’ —3 jsou kladn4, je kladné i ¢islo 2m’ —k, plati tedy 2m’'—k = 1.
Vynéasobenim tohoto odhadu ¢islem k& +2m’ dostaneme 2m’ —3 = k+2m/, tedy —3 = k,
coz odporuje predpokladu k& > 0.

Poznamka. V piipadé m 2 0 jsme mohli odhad k& — 2m = 1 vyuzit i jinak. Je totiz
ekvivalentni s nerovnosti k +2m = 4m+ 1, takze 2m+3 = (k—2m)(k+2m) = 4m+1,
odkud hned plyne m < 1.

Bodovaci schéma.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu:
> [1 bod] Zdtvodnéni, ze ¢éislo n musi byt liché.
> [1 bod] Zdiivodnéni, ze ¢islo n™ ! musi byt druhd mocnina celého éisla.
> [4 body] Dokonceni feSeni (rozebrané nize).
Obecné poznamky:
1. V pifipadé uhodnuti vysledku (m,n) = (1,3) udélte 1 bod.
2. V pripadé prezkoumani kone¢ného poc¢tu moznosti udélte nejvyse 1 bod, a sice za spravny vysledek.
3. Diléi body z riznych postupt se nescitaji.
Dokonceni feseni jako v 1. TeSeni:
> [2 body] Uprava rovnice do souc¢inového tvaru.
> [1 bod] Rozbor vSech moznosti rozkladu ab = 11 jako v feSeni &i jako v pozndmce.
> [1 bod] Nalezeni vysledku (m,n) = (1, 3).
Netiplné feseni: V pfipadé mensi chyby pti tpravé do soucinového tvaru strhnéte 1 bod. V pripadé
opomenuti n€jakého rozkladu také strhnéte 1 bod.



Dokonceni feSeni jako ve 2. FeSeni:

> [1 bod] Formulace iivahy o tom, ze &islo 4m? + 2n + 3 nemuze lezet mezi dvéma po sobé jdoucimi
&tverci (nebo jeji ekvivalentni formulace, viz pozndmku).

> [1 bod] Vyloudeni pfipadu m = 2.

[1 bod] Vylouéeni ptipadu m < —2.

> [1 bod] Vyfeseni zbyvajicich pfipadt a nalezeni vysledku (m,n) = (1, 3).
Netplné feseni: V ptipadé chyb pfi tpravach nerovnosti strhnéte 1 az 2 body, podle poctu a za-
vaznosti chyb.

v

Dokonceni feseni jako ve 3. feSeni:

[1 bod] Napséni rovnice ve tvaru (k — 2m)(k + 2m) = 2m + 3.

[1 bod] Vylouceni ptipadu m < 0.

[1 bod] Rozebrani ptipadu m 2 0 vedouciho ke k < 3 nebo m < 1 jako v poznamce.

[1 bod] Rozebrani zbyvajicich pfipadii a nalezeni vysledku (m,n) = (1, 3).

Netiplné tfeseni: V pripadé chyb pfi ipravach nerovnosti strhnéte 1 az 2 body, podle poctu a za-
vaznosti chyb.

v vV VvV V

3. Nejprve dokazeme, ze F' je stfedem kruznice ADE. Z |BA| = |BE)| plyne, Ze
trojuhelnik BAFE je rovnoramenny, takze |<BAE| = 90° — 103, a proto |<CAE| = /3.
Podobné z toho, Ze trojuhelnik C'AD je rovnoramenny, dostaneme [<BAD| = %7. Tim
padem |xDAE| = 90° — 18 — 14 = 45° (obr.1, body D a E lezi uvniti strany BC
v uvedeném potadi, nebot |CD| + |BE| = |CA| + |CB| > |BC).

Na kruZnici se stfedem F' a polomérem |F'D| = |FE| lezi diky pravému stfedovému
thlu DFE vsSechny ty body poloroviny DEF, ze kterych je tisecka DE vidét pod uh-
lem 45°, tedy i bod A. Bod F' je proto stfedem kruznice opsané trojuhelniku ADFE, jak
jsme uvodem slibili dokazat.

Obr. 1

Z dokazané rovnosti |FF'A| = |FE| plyne, ze bod F' lezi na ose tsecky AFE, ktera je
diky rovnosti |BA| = |BE| zarovei i osou uhlu ABC, a podobné pfimka C'F' je osou
uhlu AC'B (to navic znamend, ze F je stfedem i kruznice vepsané trojihelniku ABC).
Tim paddem |«CBF| = %6 a|xBCF| = %7, takze z trojuhelniku BFC dopocitame, ze
jeho treti thel je roven 180° — % — %7 = 135°.

Poznamka. Po zjisténi, ze F' je stfedem kruznice opsané trojuhelniku ADFE, jsme
mohli postupovat napiiklad i takto: Z véty o obvodovém a stfedovém thlu plyne

|xAFD| = 2|xAEB| = 180° — 3. Ctyithelnik AF DB je tudiz tétivovy. Podobné i étyi-



uhelnik AFEC je tétivovy. Pomoci toho vypocitame
|XBFC|=90°+ |xBFD|+ |<EFC| =

= 90° + |xBAD| + |xEAC| = 90° + % + g = 135°.

Dalsi moznost je vypocitat soucet velikosti thlt AFB a AFC, které se pomoci
zminénych tétivovych ¢tytuhelnik prenesou na thly ADB a AEC, jejichz velikosti
jsou po fadé 90° + %7 a 90° + %6.

Jiné feSeni. Pti obvyklém znaceni plati |BE| = ¢ a |CD| = b, takZe snadno
vypocitdme |BD| =a—ba |CE| =a—c. Proto |DE| =a—(a—b)—(a—c) =b+c—a.
Oznac¢me M stted tsecky DE. Jelikoz DEF' je rovnoramenny pravouhly trojihelnik, je
|MF|=|MD| = 1|DE| = 1(b+ c — a). Déle tak mame

|BM| = |BD|+ |DM| = (a—b)+3(b+c—a)=3(a+c—b)=s—b,

kde s znaéi polovinu obvodu trojihelniku ABC'. Plati tedy (viz doplitkovou tlohu D1
k 5. tloze doméciho kola), ze M je dotykovy bod kruznice vepsané trojihelniku ABC.
Protoze trojuhelnik ABC' je pravouhly, ziejmé plati (viz téz i nasledujici dopliitkovou
tlohu), Ze tato kruznice méa polomér rovny s —a = 3(b+c—a) = |[MF|. A ponévadz
MF 1 BC, dostavame, ze F je stfedem kruznice vepsané trojihelniku ABC'. Diky
tomu [XCBF| = 18 a|xBCF| = v, z ¢ehoz uz dopocitame |x BFC| jako v piedeslém
feseni.

Jiné feSeni. Vyuzijeme rovnosti |[BD| = a—b, |EC| =a—ca |DE| =b+c—
— a (odvozené v predchozim feSeni) a ukazeme, Ze trojuhelniky BDF a FEC, které
maji pfi vrcholech D a F shodné thly o velikosti 135° (obr.2), jsou podobné podle
véty sus. V takovém ptipadé pak soucet vnitinich thli obou trojuhelniki pfi jejich
spoleéném vrcholu F' ¢ini 180° — 135° = 45°, proto pro hledanou velikost tthlu BFC
plati |xBFC| = 90° + 45° = 135°.

Staci tedy ovéfit uméru |BD|: |DF| = |FE|: |EC| neboli |BD||EC| = |DF||FE|.
Ptitom |DF| = |FE| = $v2|DE| = 1v2(b + ¢ — a), potiebujeme tudiz, aby platila
rovnost

(a—D)a—c)=4b+c—a)
jez se po upravé redukuje na Pythagorovu rovnost a? = b? + ¢? pro dany pravouhly
trojuhelnik ABC'.

A

135° 135°

B a—-b D b+c—a E a—-c C
Obr. 2




Jiné reseni. Podobné jako ve druhém feSeni definujeme bod M a vypocitame
|IBM| = %(a+c—b)a|MF|= 1(b+c—a). Dale ozna¢me |[¥xMBF|=§ a |xMCF|=¢
(obr. 3). Z pravothlého trojuhelniku M F'B méame

b+c—a b+c—a
tgd = ———— a analogicky tge=——.
& a+c—0> nalogleky 18 a+b—c
Déle pouzijeme zndmy vzorec tg(180° — z) = —tgx, nésledné souc¢tovy vzorec pro

B a-b D b+§fa M b+§fa E a—c C
Obr. 3

tangens a nakonec Pythagorovu vétu a? = b + ¢ na vypocet

tgd +tge
t BFC| =1tg(180° — 6 —¢) = —tg(d == °°
5| xBFC) = tg( ) = —t(d o) = — B ES
Zii:Z+Zi‘£ZZ - 2a(b+c— a)

_1_Zii:%.2ii:fé ~ (atc—b)at+b—c)—(b+c—a)?

_ 2a(b+0) —2a®> ~2a(b+c) —2(b%* + ?)
2a(b+c) —2(b2+c2)  2a(b+c)—2(b2 + c2)

= 1.

Rovnice tg |« BFC| = —1 m4 na intervalu (0°,180°) jediné feseni |<BFC| = 135°.

Pozndmka. I v tomto feSeni jsme nasli odpovéd, aniz jsme postiehli, Ze F' je stfedem
kruznice ADFE. Nepotfebovali jsme ani to, Ze F' je stfedem kruZnice vepsané trojuhel-
niku ABC'. Pokud bychom vsak tuto hypotézu méli, uméli bychom ji dokazat i vypoctem.
Staci totiz dokazat, ze § = % B. Pritom podle vzorce pro tangens polovi¢niho argumentu

plati
; B |[1—cosp  [1l—c/a [a—c
89 "V 1tcoss l+c/a Va+c
Ekvivalentnimi ipravami snadno ovéfime, ze tgd = tg % B. A jelikoz funkce tangens je

na intervalu (0°,90°) prosté (je tam rostouci), je nutné 6 = 1. Analogicky e = 1, coz
uz znamena, ze F' je stfedem kruznice vepsané trojihelniku ABC.

Soutézici Olga Krumlovd z Brna vysvétlila jesté jinak, pro¢ zadany bod F' splyva
se stfedem kruznice vepsané trojuhelniku ABC:



Jiné reseni. Ve dvou osovych soumérnostech uré¢enych osami thlt ABC a AC'B
prejde tsecka DE jednak v tisek AD’ odvésny AB, jednak v tsek AE’ odvésny AC
(obr. 4). Protoze rovnoramenny trojihelnik F'DE mé pii zdkladné DE shodné thly 45°

Obr. 4

rovné poloviné pravého tthlu D’AE’, obrazy tohoto trojuhelniku v obou zminénych
soumérnostech vytvori dvé poloviny rovnoramenného pravotuhlého trojuhelniku AD'E’
se spole¢nou odvésnou AS, kde S je stfed jeho prepony D’E’. Bod S je tak zéaroven
obrazem bodu F' v obou soumérnostech, takze musi platit F' = S, jinak by tsecka F'S
musela byt kolma k obéma doty¢nym osam, coz neni mozné. Bod F' coby samodruzny
bod obou osovych soumeérnosti je tudiz prisecikem obou téchto os, jak jsme chtéli ukazat.

Jiné fesSeni. Jinym zpusobem ukazeme, ze bod F' ze zadani ulohy je zaroven
sttedem [ kruznice vepsané trojuhelniku ABC, jejiz polomér oznac¢ime p. Protoze
stfed I lezi na osach soumérnosti obou rovnoramennych trojuhelniki BAE a CAD,
plati |[E| = |IA| = |ID|, ptitom diky pravému tthlu BAC je ziejmé |IA| = ov/2. Bod T
lezici ve vzdalenosti g od primky BC' tak mé od dvou jejich rtiznych bodti D a F tutéz
vzdalenost pv/2, a proto jeho kolmy primét na BC' je podle Pythagorovy véty stiedem
zakladny D FE pravouhlého rovnoramenného trojuhelniku DFEI. Je tudiz I = F', jak jsme
slibili dokazat.

Bodovaci schéma.
Za uplné reseni udélte 6 bodu.

Obecné poznamky:
1. V ptripadé€ feseni pouzivajiciho analytickou geometrii udélte 6 bodti, pokud je spravné, a 0 bodu
v pripadé, kdy je vadné nebo nedokoncené.
Za hypotézu, ze I je stfedem kruznice vepsané AABC, udélte 1 bod.
Za hypotézu o tétivovosti ¢tytuhelniki AFDB a AF EC vsak ziddny bod neudélujte.
Za hypotézu o vysledku neudélujte zadny bod.
Za absenci zminky o pofadi bodd D a E na pfeponé BC body nestrhavejte.
Dil¢i body z riznych postupi se nescitaji.
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Prvni fesSeni:

[2 body] Zjisténi, ze |[<xDAE| = 45°, s dukazem.

[1 bod] Diikaz, ze F' je stfedem kruznice ADE.

> [2 body] Dalsi pozorovani umoziujici vypoéitat |<BFC|, jako napiiklad zdivodnéni, ze BF a CF
jsou osy vnitfnich ahli ABC' jako v feSeni, nebo dikaz, ze ¢tyifuhelniky AFDB a AFEC jsou
tétivové, jako v poznamce.

> [1 bod] Samotny vypocet vedouci k spravnému vysledku |« BFC| = 135°.
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Netplné feSeni: Za hypotézu, ze F' je stfedem kruznice ADFE, udélte 1 bod. Tento bod lze pricist
k obecné udélovanym bodim za hypotézu, ze F' je stfedem kruznice vepsané AABC.

Reseni pouzivajici bod M obecné (druhé a tieti Feseni):

[1 bod] Definovéani bodu M.

[1 bod] Vyjadfeni |M B| (nebo |MC|) pouze pomoci stran AABC.

[1 bod] Vyjadfeni |M F| pouze pomoci stran AABC.

[3 body] Dokonceni FeSeni (rozebrané nize).
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Pokud fesitel dokazuje, ze F' je stfedem kruznice vepsané AABC"

> [2 body] Dikaz, ze F je stfedem kruznice vepsané AABC, bud pomoci odvolani se na znamé
tvrzeni jako v druhém fFeSeni, nebo vypoctem jako v poznamce k tfetimu feSeni.

> [1 bod] Vypocet | xBFC| = 135°.
Netplné feseni: Za nedokonceny vypoctovy diikaz toho, ze F' je stfedem vepsané kruznice AABC,
neudélujte zddny bod navic (k bodiim souvisejicim s definici bodu M).

Pokud fesitel pfimo pocitd tg|<BFC|:

> [2 body] Samotny vypocet tg |<BFC| = —1.
> [1 bod] Vyfeseni rovnice tg|xBFC| = —1.
Netplné feseni: Za nedokonéeny vypocetni dikaz tg|<BFC| = —1 neudélujte zaddny bod navic

(k bodtum souvisejicim s definici bodu M).

Ctvrté feseni:

[1 bod] Rozhodnuti uvazovat trojuhelnik DEIT, kde I je stied kruznice vepsané trojuhelniku ABC.
Jde o bod udélovany vSeobecné za hypotézu, ze F' = I.

[1 bod] Dikaz, ze I je stfedem kruZznice opsané AEAD.

[1 bod] Dtikaz, ze |ID| = |[E| = oV/2.

[2 body] Zdivodnéni, ze DEI je rovnoramenny pravouhly trojahelnik, odkud I = F.

[1 bod] Vypocet |« BFC| = 135°.
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4. S ohledem na symetrii zaddni mtzeme predpokladat, ze a < b < c¢. Dokézeme,
7e plati odhad a? < b2 Ten je totiz ekvivalentni s (b — a)(b + a) = 0, coz plati diky
b= aab+a = 0. Obdobné plati odhad ¢ < (1 — b)?, protoze ten je ekvivalentni
s(1—=b—c¢)(1—b+¢)20,pficemz1l —b—c=20al—b+c>—b+c = 0. Pouzitim
obou odhad@ mame

a®+ b+ S+ b7+ (1 —b)> (1)

Déaleplatib+b=a+b=0ab+b=b+c <1, takze b € (0, %) Zbyva najit maximum
pravé strany (1) na tomto intervalu.

Pro b = 0 plati b + b* + (1 — b)? = 1. DokaZeme, Ze 1 je hledané maximum. Na to
je tieba dokazat nerovnost b + b2 + (1 — b)2 < 1. Ta plati, pravé kdyz b(3b — 2) < 0,
coz je splnéno pro vsechna b € (0, §>, a tedy i pro vSechna b € (0, %) Jelikoz pro
(a,b,c) = (0,0,1) plati a® + b + ¢® = 1, je hledané maximum opravdu rovno 1.

Pozndmka. Vyraz b? + b + (1 — b)? jsme na intervalu (0, 3) mohli maximalizovat

i takto: Jelikoz jde o kvadratickou funkci v proménné b, jejimz grafem je parabola
oteviend nahoru, miZe svého maxima nabyt pouze v krajnich bodech intervalu (0, 3).
Staci tedy provérit obé tyto hodnoty.

Jiné feseni. Zavedme substituci a +b =2, b+c=yac+a = 2z Cisla z, y, 2
pak lezi v intervalu (0,1) a plati a = J(z —y+2), b=3(y—2+2), c=2(z —2 +y).
Hodnota a? + b + ¢? je po tipravé rovna

1
1(3:)32 + 3y + 322 — 2xy — 2yz — 22x). (2)

Podivejme se na vyraz (2) jako na kvadratickou funkci proménné x. Vime, ze = €
€ (0,1). Koeficient u 22 je kladny, takze grafem této funkce je parabola otevien4 nahoru.



Tato funkce proto nabyva maxima jediné v nékterém z krajnich bodu intervalu (0, 1)
(je mozné, ze v obou). Stejnou uvahu vSak miZeme pouzit i pro proménné y a z. To
znamend, ze pro libovolné x,y, z € (0,1) symetricky vyraz V = V(x,y, z) z (2) spliuje
nerovnosti

V(z,y,2) S max(V(0,y,2),V(l,y,2)) <
< max(V(0,0,2),V(0,1,2),V(1,0,2),V(1,1,2)) <
< max(V(0,0,0),V(0,0,1),V(0,1,0),V(0,1,1),
V(1,0,0),V(1,0,1),V(1,1,0),V(1,1,1)) =
=max(V(0,0,0),V(0,0,1),V(0,1,1),V(1,1,1)) = max(0,3,1,3) =1

Vidime, Ze vyraz nabyva maximalni hodnotu 1, pravé kdyz jsou pravé dvé z pro-
ménnych z, y, z rovny 1 a tieti je rovna 0. To odpovida tomu, ze pravé dvé z proménnych
a, b, c jsou rovny 0 a tfeti je rovna 1.

Jiné feseni. Po zavedeni substituce jako v pfedchozim feSeni nyni jinym zptisobem
ukazeme, ze hodnota vyrazu (2) je nejvyse 1, at jsou ¢isla z, y, z z intervalu (0, 1) jakakoli.

Bez tjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze plati z = max(z, y, z), a doty¢énou
nerovnost zbavenou zlomku

322 +3y? + 322 — 2zy — 2yz — 220 < 4
upravime do tvaru
20(x — 2) +2y(y — 2) + (x —y)? +322 < 4.
Tuto nerovnost vsak ziskdme sec¢tenim ¢tyf nerovnosti

jejichz platnost je okamzitym dtsledkem nerovnosti

Pozndamka. Toto Teseni lze zapsat i bez proménnych x, y, z. Jednotlivé nerovnosti
totiz odpovidaji vztahtim 2(a+b)(b—c) < 0, 2(b+c)(b—a) £ 0, (a—c)? £ 1, 3(a+c)? < 3,
jez plati za predpokladu b = min(a, b, ¢) (tfeti diky tomu, ze —1 < (a+b) — (b+¢) < 1).
Soucet levych stran téchto nerovnosti je pritom 4(a? + b% + ¢?).

Bodovaci schéma.
Za Uplné feseni udélte 6 bodu.

Obecné poznamky:

1. Za uhodnuti maxima udélte 1 bod pravé tehdy, je-li uvedena i trojice (a,b,c), pro niz se tato
hodnota nabyva.

2. Reseni, ktera se opiraji o tivahy typu ,,pokud néjakou proménnou zvétsime, tak se vyraz zvétsi«,
hodnotte jako prvni feseni po pfevodu téchto tvah na nerovnosti.

3. Dil¢i body z rizngch postupt se nescitaji.
1. feseni:

> [1 bod] Diikaz nerovnosti a? < b2.

> [1 bod] Diikaz nerovnosti ¢? < (1 — b)2.
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[1 bod] Ditkaz b € (0, 1).

[1 bod] Odhad zkoumaného vyrazu a? + b2 + c? shora vyrazem b? + b2 + (1 — b)2.

[1 bod] Ditkaz b% 4+ b2 + (1 — b)? < 1 na intervalu (0, 3).

[1 bod] Maximalizace tohoto vyrazu a uvedeni alespon jedné trojice (a,b, c), pro kterou se maxi-
mum nabyva.

Neuplné reseni:

Za samotny piedpoklad a < b < c ani za odtud plynouci diisledek 0 < b < ¢ nedavejte zaddny bod.
Pokud fesitel chybné uvede, ze a? < b2 vyplyva piimo z a < b, strhnéte 1 bod.

Pokud fesitel chybné uvede, ze ¢? < (1 — b)? vyplyva piimo z ¢ < 1 — b, strhnéte 1 bod.

Bod za odhadnuti vyrazu a? +b% 4 c? shora vyrazem b? +b2 + (1 —b)? udélte jako diléi i v ptipadé,
kdy nejsou potfebné nerovnosti a? < b2 a ¢? < (1 — b)? dokazany.

Rovnéz strhnéte bod za algebraické chyby pfi maximalizaci vyrazu b% + b% + (1 — b)2.

Pokud fesitel rozebere pouze pripad, kdy jsou éisla a, b a ¢ vSechna neziporna (jedno z nich totiz
muze byt zaporné!), udélte nejvyse 3 body.

Reseni pouzivajici substitucia+ b=z, b+c=vy, c+a = z:

[1 bod] Samotna substituce.

[1 bod] Pfevedeni zkoumaného vyrazu do novych proménnych z,y, z.

[4 body] Dokonéeni FeSeni (rozebrané nize).

Neuplné reseni:

. Za chybu pfi pfevodu do proménnych z,y, z strhnéte 1 bod.
. Za dalsi chyby pfi algebraickych upravach strhnéte 1 az 2 dva body, podle poctu a zavaznosti

chyb.

Dokonceni reseni se substituci ve stylu druhého feseni:

[1 bod] Zdtivodnéni, ze maximum kvadratické funkce definované na (0, 1) s kladnym koeficientem
u kvadratického ¢lenu se nabyva jen v krajnim bodé tohoto intervalu.

[2 body] Pouziti tohoto tvrzeni pro kazdou z proménnych z,y, z a prozkoumani moznych kombi-
naci.

[1 bod] Nalezeni maximéalni hodnoty spolu s trojici (a, b, c), pro niz se nabyva.

Dokonceni feseni se substituci ve stylu tifetiho feseni:

[3 body] Uhodnut{ maximélni hodnoty a dikaz potfebné nerovnosti.

[1 bod] Uvedeni alespoii jedné trojice (a, b, c), pro niz se maximalni hodnota nabyva.



