ZADANT ULOH 43. ROCNIKU MO, KATEGORIE A

Domdci kolo

. Pfirozené ¢islo m > 1 nazveme k—nasobnym délitelem pfirozeného ¢isla n, pokud
plati rovnost n = mFq, kde ¢ je celé ¢islo, které neni nasobkem éisla m. Urcete,
kolik sedminésobnych déliteld ma ¢éislo 100! =1-2-3-...-100.

. Zékladnou trojbokého hranolu ABCA’'B’C’ je pravouhly rovnoramenny tro-
juhelnik ABC' s odvésnami AB, AC dané délky a. Bo¢ni hrany AA’, BB', CC’
sviraji s rovinami zakladen thel 60°. Uhlopiicka BC' boéni stény BCC'B’ méa
délku av/6 a je kolma na hranu AC. Uréete objem hranolu.

. Uhel ACB trojihelnika ABC mé velikost 140°. Osa tthlu ABC protne stranu
AC v bodé X. Bod Y lezi na strané AB tak, Ze tthel YCB mé velikost 100°.
Urcete velikost thlu Y X B.

. Pro které celd n > 2 existuji racionalni &isla p a q takova, ze ¢/n =p+ qv/2 ?

. Najdéte nejmensi realné cislo p, pii kterém nerovnost

a+b—p-vVab< a2+ b2

plati pro libovolnou dvojici kladnych ¢isel a,b.

. Zjistéte vSechna cisla, kterad jsou cifernymi souc¢ty druhych mocnin pfirozenych
¢isel (zapsanych v dekadické soustavé).
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ZADANT ULOH 43. ROCNIKU MO, KATEGORIE B

Domact kolo

. Pro kterd realna ¢isla a mé rovnice

24622 +ar? +6x+1=0

CtyTi rizné koreny v oboru redlnych cisel?

. Jestlize pro kladna realna ¢isla a, b, ¢ plati ¢ > a + b, potom
a® 4+ b + ¢ + 3abe > 2(a + b)?c.

Dokazte.

. Nech P je mnohoclen s celoéiselnymi koeficientami a nech P(13) = 8046. Do-
kazte, ze sucet koeficientov mnohoclena P nie je prvocislo.

.V pravothlém trojihelniku ABC' s odvésnami délek |[AC| = 3cm, |[BC| = 4cm
ozna¢me M prusecik osy thlu ACB a prepony AB. Dokazte, ze vzdalenost stiedi

O1, Oz kruznic vepsangch trojtihelnikim AMC, BMC je +1/340 — 170v/2 cm.
. Uréete nejvétsi mozny pocet Gasti, na néz n kruznic rozdéli rovinu (n je dané
pfirozené ¢islo).

. Uréete nejvétsi mozny objem CGtyibokého jehlanu ABC DV, jehoz zakladnou je

koso¢tverec ABCD se stranou délky a a jehoz sténové vysky z vrcholu V' na
hrany AB, C'D maji délku h.



ZADANT ULOH 43. ROCNIKU MO, KATEGORIE C

Domdci kolo

. Pavouk Hubert usoukal pavucinu, jejiz tvar je vyznacen na obrazku. Po praci se
oddal zaslouZzenému odpo¢inku v jednom rohu pavuéiny (A), kdyZ tu se najednou
v prot&j$im rohu (B) chytla moucha. Kolik cest nejkratsi délky spojujicich tyto
dva rohy méa Hubert k dispozici?

. Najdéte vsechny dvojice pfirozenych c¢isel m a n, pro které plati

mln! = (mn)?.

(Cislo m! je sou¢in vsech pfirozenych ¢isel i, 1 <i < m, 1!=1.)

. Sachového turnaje hraného systémem kazdy s kazdjm se zti¢astnili pouze prvaci
a druhéci. Ackoliv druhdku bylo tiikrat vic nez prvaku, ziskali dohromady pouze
o 3 body vic nez prvaci. Kolik zéki se ztcastnilo turnaje?

. V meésté Little York je 10 severojiznich ulic a 10 vychodozapadnich ulic, které se
protinaji ve sto kiizovatkach. Autobus ma po uzavieném okruhu projet vSechny
kfizovatky. Navrhnéte jeho trasu tak, aby pocet zmén sméru jizdy byl co nej-
mensi.

. Na stranéch trojihelnika ABC jsou sestrojeny body A;, Bi, C1 tak, ze |ACy| =
$|AB|, |BA,| = 3|BC|, |CBy| = $|AC|. Necht P, Q, R jsou vzéjemné priseciky
pfimek AA;, BB; a CCy. Porovnejte obsah trojihelnika PQ R se sou¢tem obsahii
trojuhelnik vyznacenych na obrazku.

. Uvazujme trojuhelnik ABC, pro jehoZz prisecik vysek M plati |[AB| = |CM]|.
Vypoctéte velikost tthlu p¥i vrcholu C trojihelniku ABC.



