KOMENTARE ULOH 43. ROCNIKU MO, KATEGORIE A

1. Pfirozené ¢islo m > 1 nazveme k—nasobnym délitelem pfirozeného ¢éisla n,
pokud plati rovnost n = m”q, kde ¢ je celé &islo, které neni nasobkem &isla m.
Urcete, kolik sedminasobnych délitelt mé ¢islo 100! =1-2-3-...-100.

Reseni. Odvodime nejprve obecny vzorec pro pocet Pj(n) viech k—nasobnych
deéliteld ¢isla n s rozkladem n = p{*p5*...p%Y, kde p; jsou navzdjem raznd pr-
voéisla a exponenty a; jsou celd nezaporné ¢isla. Plati m*|n, pravé kdyz m je tvaru
ppbr .. p%Y, kde celd b; splituji 0 < b; < % pro kazdé i. Proto je takovych cisel
m pravé Hﬁvzl(l + [5£]). Hodnotu Py (n) urcime, kdyz od poctu ¢isel m s vlastnosti
mF|n ode¢teme pocet téch z nich, pro které dokonce plati m*+1|n, takze

o) no) =T (14 [5]) - 11 (1+ [5])-

=1

Nyni uréime rozklad é&isla 100! = 2% 392 5% ... Podle vzorce (viz napi. SMM sv.
“0O velkych ¢islach”, str. 37) mé prvocislo p v rozkladu éisla n! exponent rovny

2) m + {”2] + {T;] + [Z] T

p p p p
(pouze koneény pocet s¢itanct je nenulovych). Takto milZzeme stanovit prvoéiselny
rozklad 100! = 297348524716 119137175 ..., kde tedky vyznacuji dalsi prvocisla,

jejichz exponenty jsou mensi nez 7, a tedy neovlivni hodnotu
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14-7-4-3-2.2 -13-7-4-3-2 =4704 — 2184 = 2520.

Ndvodné tilohy. (N1) Uréete a) ndsobnost kazdého délitele ¢isla 144; b) vSechny
dvojndsobné délitele ¢isla 1015, (N2) Odvodte vzorce (1) a (2).

2. Zakladnou trojbokého hranolu ABCA’B’C’ je pravothly rovnoramenny tro-
juhelnik ABC' s odvésnami AB, AC dané délky a. Bo¢ni hrany AA’, BB’', CC’
sviraji s rovinami zakladen thel 60°. Uhlopticka BC’ boéni stény BCC'B’ ma
délku a6 a je kolma na hranu AC. Urcete objem hranolu.

Reseni. Objem naseho hranolu je V = a?-v/2, kde v je nezndmé vzdalenost
jeho podstav. Obé piimky BC’ a AB, a tedy i rovina ABC’, jsou kolmé na piimku
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AC. Je-li P kolmy primét bodu C’ na piimku AB, pak obé pfimky AB a AC,
a tedy i rovina ABC, jsou kolmé na pfimku C’P. Hledand vzdalenost v je proto
rovna |C'P| a oba thly CPC’, APC’ jsou pravé. Navic |<PCC’| = 60°, takze
v = |C'PJV/3. Oznaéme z soufadnici bodu P na piimce AB v soustavé, ve které
A=[0] a B=[—a] (tj. x==%|AP|, kde znaménko — resp. + vezmeme podle toho,
zda P padne na polopfimku AB ¢ na polopfimku opa¢nou.) Pak z AACP plyne
|CP|? =a?+2?, takze v? = 3(a?+2?). Protoze |BC'| = a\/6, ma Pythagorova véta
pro ABPC' tvar 6a® = (a+z)? +3(a? +2?) . Tato rovnice ma dva kofeny 21 =a/2,
29 =—a. Podminky tlohy proto splituji dva hranoly (obr. 1, 2) o vyskach

2 V15
v =4/3 <a2 + Z) _— 5 respektive vy = 1/3(a? + a2) = aV6,

ovéite. Jejich objemy jsou Vi = a®v/15/4 respektive Vy = a®v/6/2.

3. Uhel ACB trojthelnika ABC mé velikost 140°. Osa tthlu ABC' protne stranu
AC v bodé X. Bod Y lezi na strané AB tak, Ze tthel YC'B ma velikost 100°. Urcete
velikost thlu Y X B.

Reseni. Nechf P znaci kolmy primét bodu X na piimku BC' (obr. 3). Protoze
plati |[<XCY|=40°=|<XCP|, lezi bod X nejen na ose tthlu ABC), ale také na ose
thlu YCP. Proto mé bod X stejnou vzdalenost od t¥i pfimek AB, BC a CY, takze
lezi i na ose thlu AYC, tj. |[<AY X| = |<AY C|: 2. Oznacime-li = [<ABC]|, pak
|<CY B|=80°-3, |<AY C|=100473 a |<AY X| :500+§, tedy |<IXYB|:13007§.
Z AXY B konecné plyne |<Y X B|=180°—(130° - 2) — £ =50°.

4. Pro které celd n > 2 existuji racionalni &sla p a g takova, ze &/n = p+q¥/2?
ResSeni. Umocnénim na tieti dostaneme ekvivalentni rovnost

(1) n = (p> +2¢%) + 3p*qV/2 + 3pg* V4.
Zabyvejme se nejdiive piipadem n = 4. Je-li /4 = p + ¢V/2, pak z (1) plyne
(2) 4=(p"+2¢°) +3p°qV2+ 3pg* (p + qV2) ,
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neboli 4 — p* — 2¢* — 3p?¢® = V/2(3p?q + 3pq®) . Protoze /2 je iracionani ¢slo,
je posledni rovnost mozn4, jen kdyz 4 — p — 2¢® — 3p?¢q® = 0 a 3pq(p + ¢*) = 0.

Z druhé rovnice plyne p = 0, ¢ = 0 nebo p = —¢?, dosazenim do prvni pak po
fadé ¢® = 2, p® = 4 resp. ¢ + ¢® — 2 = 0. Protoze &isla p a ¢ jsou racionalni, je
z posledni trojice splnitelnd jen tieti podminka, kterd znamena, ze ¢> = —2 nebo

q® = 1. Dostavame tak jedinou dvojici (p,q) = (—1,1), pro kterou sice plati (2), ne
viak /4 = p + ¢¥/2. Proto posledni rovnost nespliiuji zadna racionalni p a q.

Z dokézaného plyne: plati-li (1) pro néktera raciondlni n, p a ¢, pak koeficient
3pg? u ¢lenu /4 musi byt roven nule. V opaéném piipadé by $lo z (1) vyjadfit

.3 9.3
ﬁ:%,ﬂsﬁ,
3pq q

coz by byl spor. Proto plati 3pg? = 0, tj. p = 0 nebo ¢ = 0. Pak ovSem n = p> nebo
n = 2¢3. Je-li navic ¢islo n celé, musi byt v poslednich dvou rovnostech i ¢isla p, g
cela. Odpovéd: n = k3 nebo n = 2k3, kde k > 1 je celé ¢islo.

Ndvodné a dopliiugici tilohy. (N1) Dokazte, e ¢isla /2 a /4 jsou iraciondlni.

(N2) Je-li p raciondlni a nékteré z ¢isel p3, 2p?, 4p? je celé, pak i &islo p je celé,
dokazte. (N3) Odpovézte na otazku z tlohy nejprve pro n = 4.

(D1) Pro ktera cel n je &islo (1 + v/2)" racionalni?

(D2) Plati-li rovnost ¢z = p + q+/2 4 r+/4 pro racionélni x, p, q a r, pak aspon
dvé z ¢isel p,q,r jsou rovna nule, dokazte. (Ndvod: © = A + BY/2 + C/4, kde
racionélni koeficienty A,B,C zavisi na p,q,r tak, ze rB — qC = p(4r3 — 3¢>). Podle
ulohy musi platit B=C=0.)

5. Najdéte nejmensi realné cislo p, pii kterém nerovnost

(1) a+b—p-Vab< a2+ b2

plati pro libovolnou dvojici kladnych ¢isel a,b.

Reseni. Dosadime-li do (1) a =b= 1, dostaneme nutnou podminku na &slo p:
p > 2 —/2(> 0). Ukazme, Ze pro p = 2 — /2 nerovnost (1) plati. Pro p > 0
lze nerovnost a + b < p - Vab + Va2 + b2 ekvivalentné umocnit na druhou, po
tipravé dostaneme (2 — p?)ab < 2p+/ab(a? + b2). Dosadime-li sem p = 2 — /2,
dostaneme (po déleni dvéma) nerovnost 2(v/2 — 1)ab < (2 — v/2)\/ab(a2 + b2).
Protoze 2 — v/2 = v/2(v/2 — 1), je mozné posledni po déleni kladnym vyrazem
(v/2 —1)v/2ab zjednodusit na v/2ab < v/a2? + b2. Tato nerovnost plati pro libovolna
kladnd a, b, nebot je ekvivalentni s 2ab < a? + b?, neboli 0 < (a — b)?. Hledané
nejmensi p je tedy rovno 2 — /2.

Ndvodné a dopliiugici dlohy. (N) Zjistéte, pro ktera redlna ¢isla p plati nerovnost
p-ab < a? + b? s libovolnymi kladnymi &isly a, b.



(D) Pro kazdou z nerovnosti a* +b* > p(a®b+ ab®), av/a +bvb > p(av/b + by/a)
a 2(a? 4+ b?) + a + b > p(ab + av/b + by/a) Teste stejny tkol jako v (N).

6. Zjistéte vSechna cisla, ktera jsou cifernymi souc¢ty druhych mocnin pfirozenych
¢isel (zapsanych v dekadické soustave).

Reseni. Ciferny soucet S(n) kazdého ¢isla n dava pii déleni deviti tyz zbytek
jako samo &islo n. Protoze ¢islo n? je tvaru 9%k nebo 3k+1 (podle toho zda 3|n ¢
nikoliv), lez{ kazdé ¢islo S(n?) v mnoziné {9,18,27,...}U{1,4,7,10,...}. Nyni je
tfeba zjistit, pro kterd k& maji rovnice S(n?) =9k resp. S(n?)=3k+1 aspon jedno
feseni n. Ukazeme, Ze je tomu tak pro kazdé k. Pfedné S(12)=1. Déle pozorujme
piiklady

32 =9, 332 =1089, 3332 = 110889, 3333% = 11108889, ...
22 =4, 322 = 1024, 3322 = 110224, 3332% = 11102224, ...

Oznacme e, ¢islo zapsané k jednickami a vyslovme hypotézu, ze S(n?) = 9k pro
n=3er a S(n?)=3k+1 pro n=3e;,—1. K jejimu diikazu staci ovétit rovnosti

(3ex)?> =11...1088...89 = 10""'e;_; + 80ej_1 + 9,

(1) k—1 k—1
(Ber, —1)>=11...1022...24 = 10" e, | +20e,_1 + 4.
k—1 k—1

I kdyZ rovnosti (1) je mozné ovétit dosazenim formuli e, =(10™ — 1)/9 pro m=k
a m=k—1, je mozny jiny postup: Protoze 9ej, = 10* —1, plati 9e? = (10* —1)ey, a
tedy

(36k)2 = 10k6k — €k,

® (3er, — 1)% = 9e2 — 6ep + 1 = 10%e;, — Tep + 1.
Dekadicky zédpis pravych stran (2) uZ lze snadno zjistit uzitim pravidel pro pisemné
séitani a odéitani - provedte sami.

Ndvodné a dopliiujici dlohy. (N1) S pomoci tabulek nebo kalkuladek urcete ¢isla
S(n?) pro viechna dvojciferna n a pak vyslovte hypotézu o tvaru hledangych &isel.

(N2) Pro které cifry a, b dokazete popsat ciferny zapis druhé mocniny éisla
aa . ..ab s libovolnym poétem cifer a? (Experimentujte s kalkulackou.)

(D1) Kter4 &isla jsou cifernymi soucty ¢isel n?, n=1,2,..., zapsanych ve dvoj-
kové soustavé? (Navod: Sa(n?) = k pro n=2% — 1 s libovolnym celym k > 1.)



V ptipadé volného mista doplnit o Leischnerovy naméty:

Priprava k dloze ¢. 2: Odvarko, Matematika pro 2. ro¢. G, , SPN 1985, str. 323
pr.2 a str. 338 pr.2.

Ndvod k dloze ¢. 3: Trik tlohy je v tom , Ze neni ze zadani pfilis ”vidét”, ze bod
X lezi na ose vnéjsiho thlu ACY B, a tedy je stfedem kruZnice pfipsané ke strané
CY . Resitele miizeme k tomuto zjisténi navést napi. otazkou, zda dokazi porovnat
vzdalenosti bodu X od pfimek AB, BC a CY. Jako dopln€k mozno procvicovat
vlastnosti kruznic vepsanych a pfipsanych danému trojuhelniku (délky tseki od
vrchold k bodim dotyku stran a kruznic, velikosti tthltt mezi spojnicemi vrcholid a
stfedd kruznic).



