DOMACI KOLO 47. ROCNIKU MO, KATEG. ABC

A47 Domaéci kolo
1. Cislo 1997%" — 1 je délitelné &islem 2712 pro kazdé piirozené &islo n. Dokazte. (P. Kafiovsky)

2. Je dan libovolny trojihelnik ABC. Osa vnitfnitho thlu BAC protne stranu BC v bodé, ktery
ozna¢ime U. Dokazte rovnost |AU|?> = |AB| - |AC| — |BU| - |CU|. Mtize tato rovnost platit, nahradime-li
bod U jinym vnitinim bodem strany BC? (J. Simga)

3. V jistém jazyce jsou pouze dvé pismena A a B. Pro slova tohoto jazyka plati:

1) Jediné slovo délky 1 je A.

2) Libovoln skupina pismen X; X5 X3 ... X, X, 11, kde X; = A nebo X; = B pro kazdy index i, tvoii
slovo délky n + 1, pravé kdyZ obsahuje asponi jedno pismeno A a p¥itom neni tvaru X; X, ... X, A, kde
X1 X5 ... X, je slovo délky n.

Najdéte
a) vSechna slova délky 4,
b) vzorec pro poéet p, v8ech slov délky n. (J. Zhouf)

4. Dany ¢tyistén ABCD mé shodné protéjsi hrany: |[AB| = |CD| = p, |AC| = |BD| = ¢
a |AD| = |BC| = r. Ozna¢me K stied hrany AB a L stied hrany C'D.

a) Dokazte, ze pfimka KL je kolma k ob&ma hrandm AB a CD.

b) Ukazte, Ze nejmensi moZnd hodnota souctu |AE|? + |EF|?> + |FC|?, kde E a F jsou libovolné body

22 + 2 + 12
%‘Wﬁ . (P. Leischner)

5. Kulicky sedmi riznych barev jsou rozdéleny do sedmi pytlikti tak, Zze v kazdych dvou pytlicich
najdeme po kuli¢ce téze barvy. Dokazte:

a) Kulicky nékteré barvy jsou zastoupeny v aspoii tfech pytlicich.

b) Pokud byly rozdéleny od kazdé barvy jen 3 kulitky, pak v zddném pytliku nenajdeme dvé kulicky
téZe barvy.
Rozhodnéte rovnéz, zda takové rozdéleni kuliek je za podminky z tvrzeni b) viibec mozné. (P. Hlinény)

pticky KL, je rovna

6. Je dén pravouhly lichob&Znik se zdkladnami a, ¢ (a > ¢) a del$im ramenem b. Sestrojte p¥imku,
kterd dany lichob&znik rozdéli na dva navzdjem podobné ¢tyithelniky. Provedte diskusi o po¢tu feSeni
vzhledem k délkdm a, b, c. (J. Svreek)

B47 Domaci kolo

1. Magicky ¢étverec je ¢tvercova tabulka pfirozenych ¢isel, v niz je soucet vSech éisel v kazdém fadku,
v kazdém sloupci i na obou Ghlopfickich stejny. Najdéte vSechny magické ¢tverce 3 x 3, pro které je
soudin &ty ¢isel v rohovych polich roven 3465. (P. Cernek)

2. V roviné je déna p¥imka ¢ a bod A, ktery na ni neleZi. Urcete v této roviné mnoZinu stfedd S v8ech
&tverct ABCD takovych, Ze bod B leZi na pfimce ¢g. (J. Molnér)

3. Dokazte, Ze pro kazdou trojici , y, z kladnych ¢isel plati nerovnost

2 2
+ +
r+y y+z z+zx

v ) SVEHVIHVE.

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (J. Svréek)

4. Je dan Ctyfstén, v némz kazdé dvé protilehlé hrany jsou shodné. Uvnitf ¢tyfsténu existuje bod M,
ktery je stejné vzdalen od vSech jeho stén. Dokazte, ze kazda vyska daného étyfsténu je rovna ¢tyfnasobku
vzdélenosti bodu M od jeho stén. (P. Leischner)
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5. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

r+2y+3z=a—224p
y+22+3z=9y>—2*+p ,
2420 +3y=2"—y +p

kde p je re4lny parametr. Provedte diskusi o po¢tu feseni vzhledem k parametru p. (J. Simga)

6. Jaky nejvétsi obsah mize mit konvexni ¢étyithelnik, v némz obé tsecky spojujici stfedy protilehlych
stran jsou shodné a maji danou délku d? (J. Zhouf)

C47 Domaci kolo

1. Pro libovolné trojciferné ¢islo uréime jeho zbytky pfi déleni éisly 2, 3, 4, ..., 10 a ziskanych devét
¢isel pak sefteme. Zjistéte nejmensi moznou hodnotu takového souctu. (J. Simsa)

2. Najdéte v8echny trojihelniky ABC, pro které plati a + v, = b + v pii obvyklém oznaleni stran
a vysek trojihelniku. (P. Cernek)

3. Sto déti se rozdélilo do t¥i druzstev A, B a C. Poté, co jedno dité pfestoupilo z A do B, jedno z B
do C a jedno z C do A, se primérna hmotnost déti zvysila v druzstvu A o 120g, v druzstvu B o 130g,
zatimco v druzstvu C se snizila o 240 g. Kolik déti bylo v jednotlivych druzstvech? (P. Cernek)

4. Uvnitf daného pravothlého rovnoramenného trojihelniku ABC' s pfeponou AB zvolime libovolné
bod X. Sestrojime pfimky p a ¢, které prochazeji bodem X tak, 7e p || AB a ¢ L AB. Trojthelnik
ABC vytiné na ptfimce p GseCku K L, na piimce g GseCku M N. Urlete vSechny body X, pro které plati
|[KL|=2-|MN|. (J.Simsa)

5. Reste soustavu
Tz]+ 2y =1174

S5z +2[y] = 91,9
kde [a] je tzv. celd &ast redlného &isla a, tj. celé &islo, pro které plati [a] £ a < [a] + 1. Naptiklad [3,7] = 3
a[-3,7 = —4. (P. Cernek)

6. Sestrojte deltoid se stranami 12cm a 13 cm, ktery je svymi hlopfickami rozdélen na ¢tyfi trojuhel-
niky, jez jsou Ctyfmi st&nami n&jakého Ctyfsténu. Zhotovte papirovy model tohoto ¢tyfsténu. (S. Bed-
nafové, P. Cernek)



