Resenidoméaciho kola kategorie A

1. Cislo 199727 — 1 je délitelné cislem 2"12 pro kazdé prirozené éislo n. Dokaste.

RESEND: Oznacme k = 1997 a vaimnéme si, ze pro kazdé n plati
(1) o= ()Y - 12 = (kY - 1) (B 4+ 1).

To ném umozni dokazovat uvedené tvrzeni indukei. Miizeme zaéit s hodnotou n = 0, nebot &fslo k — 1 je
délitelné cislem 22. Protoze éfslo k2° +1 je pro kazdé n sudé, plyne z rozkladu (1), ze pokud éfslo -1
je délitelné éfslem 2"t2 je &fslo k""" — 1 délitelné éislem 2712 - 2, tedy éislem 2712, Tim je diikaz indukel
ukonéen. Dodejme, ze misto (1) je mozné obdobné vyuzit rovnosti

B ) = o e = (T D) 2k 2 1)

DoPLNUJICI ULOHA:
Dokazte, ze pro zédné piirozené éislo n nenf rozdil 1997%" — 1 délitelny éislem 2"T2. [Vyuzijte toho, ze
posledni éinitel napravo v (1) neni délitelny éty¥mi, nebot étyimi je délitelné éislo o 2 mensi.|

2. Je ddn libovolny trojithelnik ABC. Osa vnitiniho whlu BAC protne stranu BC v bodg, kteryj oznadime
U. Dokazte rovnost |AU 2= |AB|-|AC| —|BU|-|CU|. Muze tato rovnost platit, nahradime-li bod U jinjm
vnitinim bodem strany BC' ¥

RESENE: Abychom jednim postupem splnili obé édsti tilohy, hledejme vSechny body D strany BC daného
trojthelniku ABC, pro které pii oznaceni z obr. 2.1 plati a; as + d” = be (srovnejte s rovnosti ze zadani).
Z kosinovych vét pro trojithelniky ABD a ACD

2 = a% + d® - 2a1dcosw

b = al + d* + 2a,d cosw

vyloucime cosw, a to tak, ze k as-nasoblku prvni rovnice pricteme aj-nasobek rovnice druhé. Dostaneme
po dpravé a; b + ayc® = (ajas + d?)(ay +as), odkud vidiime, Ze rovnost ajas +d* = be plati, préve kdyz
a1b? + aqc? = be(ag 4 as), coz je algebraicky ekvivalentni s rovnosti a1 b(b— c) = asc(b—c). To znamens,
ze zkoumand rovnost v piipade b = c plati pro kazdy bod D € BC (takze odpoved na otdzku ze zaveru
zaddni je kladnd), zatimeo v piipade b # ¢ plati pro (jediny) bod D € BC, pro ktery aib = aac, neboli
ay : ag = ¢ : b. Podle név. 1il. 1 m4 tuto vlastnost praveé ten bod strany BC, ktery lezi na ose 1ihlu B AC.
NAVODNE ULOHY:

1. Pfipomeiite si a dokaZte vyznamnou vlastnost osy 1ihlu trojihelniku: Osa thlu BAC protne stranu
BC v tom bodé U, pro ktery plati |[BU| : |CU| = |AB| : |AC|. [Trojihelniky ABU a ACU maji dve
dvojice shodnych vysek, vyuzijte to k dvojimu vyjddieni pomeéru jejich obsahty].

2. Obrat, na kterém je vyse uvedené feseni zalozeno (manipulace se dvéma kosinovymi vétami), mohou
zdci znat z odvozovani vzorel pro délky téznic trojihelniku tvaru

(2B 4 202 — g2

ta = 1

(pfi nasem postupu to odpovidd situaci ay = as = %a). Pripometite jim to.

3. V jistém jazyce jsou pouze duvé pismena A a B. Pro slova tohoto jazyka plati:

1) Jediné slovo délky 1 je A.

2) Libovolnd skupina pismen X1 X, X ... Xy X 11, kde X; = {A, B} pro kaZdy index 1, tvofi slovo délky
n+ 1, prdvé kdyZ obsahuje aspori jedno pismeno A a pritom neni tvaru X1 Xo ... Xp A, kde X1 Xo ... Xn
je slovo delky n.

Najdéte  a) viechna slova délky 4, b) vzorec pro poéet p, viech slov délky n.
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RESENT: a) Postupné najdeme vsechna slova délek 2, 3 a 4. Z moZnych skupin délky 2 slova nejsou pravé
BB (neobsahuje zddné A) a AA (je nepiipustného tvaru), takze slova jsou prave AB a BA. Z nich
vytvofime nepripustné tvary délky 3: ABA a BAA. Ostatnl skupiny délky 3 (s vyjimkou BBE) tedy
slova jsou: AAA, AAB, ABB, EAB, BEA. Pripiseme-1li na jejich konec vidy pismeno A, dostaneme
pét nepiipustnych tvarl délky 4: AAAA AABA ABBA, BABA, BBEAA. Ostatn{ skupiny délky 4 (s
vyjimkou BEEBB) jsou tedy hledand slova: AAAB, AABB, ABAA, ABAB, ABBB, BAAA, BAABE,
BAEE, EBAB, BEEA.

b) Podle édsti a) vime, Ze py = 1, pp = 2, pa = 5 a p, = 10. Nyni pro kazdé n = 1 vyjddfime poéet
DPn+1 pomoci poctu p,. K tomu rozdélime vsechna slova délky n + 1 do dvou skupin podle toho, kterym
pismenem konéi: téch, kterd jsou tvaru ... A, je prévé 2® — p, (pfed poslednim A stoj{ libovolna skupina
délky n, jez neni slovo); téch, kterd jsou tvaru ... B, je pravé 2" — 1 (pfed poslednim B stoji libovolnd
skupina délky n s vijimkou BB ...B). Proto plati pp4y = (2" —pn) +(27 — 1) = 27t —1 —p,. Z takovych
vyjadieni pro pn+1 8 pnta VYPVA: pogo = 2712 — 1 —pap =272 1 — (27t 1 _p,) = pa + 20T
Na zalkladé toho budeme uréovat hodnoty p,, oddélené pro sudé a pro liché indexy n:

Dokt = Pz + 2% 72 = pop g 422 4 2%2 L 192 ot 9% | 922
4k 1
R R e A e e
Dok = Doz + 2% =pop 422 422l ==y 27 428 2R 2k
2- (4% —1
:2+2-41+2-42+---+2-4’f—2+2-4"—1:%.

Nalezené vzorce plati pro kazdé k = 1. Dodejme, ze je lze zapsat jednotnjm zplisobem

2n+2+ -1 n+1 -3 .
P = (6) (n=1,2,3,4,...)

4. Dany étyrstén ABCD md shodné protéjsi hrany: |AB| = |CD| = p, |AC| = |BD| = q a |AD| =
|BC| = r. Oznacme K stred hrany AB a L stred hrany CD.

a) Dokazte, Ze primka KL je kolmd k obéma hrandm AB a CD.

b) Ukaite, Ze nejmensi moind hodnota souétu |AE|? + |EF|> + |FC|?, kde E a F jsou libovolné body
2% + g% + 12
—
RESENI: a) Usecka KL je téznici trojihelniku AEBL (obr. 4.1). Proto vztah KL 1 AB plati, prave
kdyz |AL| = |BL|. Usecky AL a BL jsou ale téznice ve shodnych (podle véty sss) trojihelnicich ADC
a BCD, jsou tedy shodné. Podobneé se z trojihelnitku CDK wvysvétl, proc KL 1 CD. K predchozimu
jesté dodejme, ze podle Pythagorovy véty a vzorce pro délky téznic (viz nav. il. 2 k tloze 2) plati

pricky KL, je rovna

202 £ 272 _ 52 2 2 4.2 _ 2
|KL|* = |AL|* — |AK]* = otz oy P AT op
4 4 2
Pro struénost déle oznaéime d = |KL|; uréenou hodnotu d* pak dosadime, az to bude vhodné.

b) Prolibovolné body E, F na pfiéce K L oznaéime z = |KE|,y = |LF| (obr4.2). Pak |EF| = |d—z—y|,

2
. P
[AE]* +|EF| +|FC|* = (JAK|" +2%) + (d — 2 = y)" + ([LCP" +¥") = 2- - + f(z,y),

kde f(r,y) = 2> + (d — = — y)® + y*. Ukazme, ze plati odhad f(z,y) = f(%, %), z néhoz vyplyne, Ze
nejmensi hodnota souétu |AE|2 + |EF|2 + |FC'|2 je rovna

2
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(Této hodnoty se dosdhne, kdyz |AE| = |EF| = |FC| = %|KL|.] Zminény odhad plyne okamzité
z Cauchyovy nerovnosti 3(u® 4 v + w?) 2 (u 4+ v 4+ w)?, platné pro libovolnou trojici redingch éisel
u, v, w. Nechceme-li se na ni odvoldvat, mizeme provést algebraicke tipravy kvadratickych viTazi, kterym
obvykle rikame doplnéni na ctverec:

flay)=2"+(d-z-y) +y' =22 -22(d-y)+ (d-y)* + 4’ =
_ d—yy\2 1 2 2 d—y\? 2 2
_Q(I_ 2 \ tald-y ity _Q(I_ 2 j TRy Tyt gl =
d—yy\2 3 dy2 1,
=2 _— — - — _d
(I 2 ) z(y 3) T3
. . .. d—vy d . d
Hodnota f(zx,y) je tedy nejmensi, pokud r = ay= 3 neboli r =y = 3

JINE RESENL: V é&sti a) mizeme postupovat jinak, kdyz vyuZzijeme i jindy uplatiiovany trik: dany
¢tyfstén doplnime na rovnobéznostén. Zpiisob je patrny z obr. 4.3, kde je étyfstén ABCD doplnén na
rovnobeznosten AA'BB'C'CD'D: tsecku A'B' dostaneme posunutim hrany CD o vektor LK , Usecku
C' D" posunutim hrany AE o veltor KL.

Ze shodnosti hran AB a CD plyne, ze sténa AA’BB' je rovnobeznik, jehoz dhlopricky jsou shodné,
tedy pravotihelnik. Stejnou vlastnost majl i ostatni stény rovnobéinosténu AA'BB'C'CD'D, ktery je
proto kvddr (kazdé dvé z hran AA', AB', AC' jsou totiz navzijem kolmé). Tim je tvrzeni a) dokdzano.
Délku d pticky K L, kterou potiebujeme v édsti b), nyn{ uréime jako délku hrany AC’. Oznacéime-li jeste
e = |AA'| a f = |AB'|, pak nezndmé rozméry d, e, f naseho kvidru mizeme vypoéitat pomoci délek
p, g,7 jeho sténovych thlopficek, tj. ze soustavy tf{ Pythagorovych vét d? + €2 = g2, d2 4+ f2 = 12,
e+ f2 = p*. Tak (bez vzorce pro délku téinice obecného trojihelniku) dospejeme ke stejnému vysledlou:
o qz—l—rz—pz.

2
LITERATURA: Geometrii étyfstént najdete v brozufe S. Horak, Mnohostény, SMM é. 27, ML. fronta, 1970,

5. Kulicky sedmi riznych barev jsou rozdéleny do sedmi pytliku tak, Ze v kaZdych dvou pytlicich najdeme
po kuli¢ce téze barvy. Dokazte:

a) Kulicky nékteré barvy jsou zastoupeny v asponi trech pytlicich.

b) Pokud byly rozdéleny od kaZdé barvy jen 3 kulicky, pak v Zddném pytliku nenajdeme dvé kulicky téze
barvy.

Rozhodnéte rovnéz, zda takové rozdélend kulicek je za podminky z tvrzeni b) vibec mozne.

RESEND: Oznaéme pytliky éfsly 1,2, ..., 7 a symbolem b; j tu barvu, od které najdeme po kuliéce v pytlicich
iaj, 1 =i<j=7. (Jel kandiditek na nékteré b;; vice, vybereme libovolnou z nich.) Mezi témito
(;) = 21 barvami b;; je dle zadani nejvyse 7 riznych.

a) Kdyby kulicky libovolné barvy byly zastoupeny nejvyse ve dvou pytlicich, musely by byt zminéné
barvy b;; po dvou riizné, a to je spor. Dodejme, ze tvrzeni a) plati, i kdyz se vychozi pocet pytliki snizi
ze sedmi na pét (a podet barev rovny sedmi zachovd), nebot (3) > 7.

b) Piedpoklidejme, ze od kazdé barvy byly rozdeleny jen 3 kulicky. Pak je kazd4 barva zastoupena
v nejvyse tfech pytlicich, takze se kazdé barveé rovnaji nejvyse (g) = 3 hodnoty b;;. To je podle tdvodniho
odstavce mozné, jen kdyz vsech 21 hodnot b;; je tvofeno sedmi trojicerni shodnych barev, takze kulicky
kazdé barvy jsou rozdéleny po jedné do ti{ riiznych pytliki.

Rozdélen{ za podminky z tvrzeni b) je mozné (a az na permutace barev a pytliki jediné). Popiseme
ho sedmi tfiprvkovymi mnozinami {1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7}, {2,4,6}, {2,5,7}, {3,4,7} a {3,5,6},
uréujicimi, které tfi z pytlikd 1,2,...,7 obsahujl kulieky jednotlivich barev. (Lze to 1 interpretovat
jinak: které tii z barev 1,2,...,7 jsou zastoupeny v jednotlivych pytlicich.) Oveéite, ze kazd4d dveé éisla
z {1,2,...,7} lez{ souéasné v jedné ze sedmi vypsanych mnozin (a ze kazdé dvé z téchto mnozin maji
spoleény prvek).

6. Je ddn pravouthly lichobéinik se zdkladnami a, ¢ (a > c) a del§im ramenem b. Sestrojte pfimku, kterd
dany lichobézinik rozdéli na dva navzdjem podobné étyiithelniky. Provedie diskusi o poétu feseni vzhledem

k délkdm a, b, c.
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RESENE: Hledand piimks EF musf protinat dvé protéjsi strany daného lichobézniku ABCD. Nemohou
to byt zéakladny (obr. 6.1): aby AEFD a EBCF byly podobné étyftuhelniky, musel by druhy z nich mit
(stejné jako ten prvni) dva vnitini ihly pravé, a to mohou byt jedineé ihly pii vrcholech E a F'; pak by
ovsem AEF D byl pravothelnik, zatimeo EBCF nikoliv.

Maji-li byt ¢tytihelniky ABFE a EFCD z obr. 6.2 podobné, musi byt ihel ABF shodny s jednim
z thli EFC nebo FED. Tyto dvé moznosti nyni rozlisime jako a) a b).

a) |[ZABF| = |£ZEFC|. V tomto pfipadé jsou ABFE a EFCD pravothlé lichobézniky (obr. 6.3).
Z umeéry |AB| : |[EF| = |EF|: |CD| vychdzi

(1) |EF| = ac.

Kaonstrukee takové pfieky E'F je snadnd: nejdfive na iuseéee AB nalezneme bod F}, pro ktery |AF; | = /ac
(tuto délku sestrojime podle jedné z Eukleidovich vét, viz pom. dl. 1); isecku AF) pak doplnime na
pravoithelnik AF) FE. Takto sestrojené ¢tyrihelniky ABFE a EFCD jsou skutecné podobné podle
pom. il. 2, podm. (ii).

b) |ZABF| = |£ZFED)|. Podle obr. 6.4 je jasné, Ze tato rovnost nastane, privé kdyz EF | BC.
Podobnost étyfihelniki ABFE a EFCD mize byt dvojiho druhu: ABFE ~ FEDC nebo ABEFE ~
DEFC. Tyto dvé moznosti nyni rozlisime jako bl) a b2).

bl) ABFE ~ FEDC. Z timéry |AB| : |[FE| = |FE| : |DC| opét vychézi rovnost (1). Usecka EF
mé, tedy znamou délku a je kolma k BC, takZe se snadno sestroji. Podobnost ABFE ~ FEDC se pak
zdivodni opét podle pom.il., podm. (ii).

b2) ABFE ~ DEFC. Z iméry |AE| : |DE| = |AE| : |DC| dostévéme

(2) |AE| - |DE| = ac.

Tim je bod E na rameni AD uréen a jeho konstrukeil lze zalozit na Eukleidové vété o vysce. Bod F pak
sestrojime kolmim prumétem bodu E na rameno BC. Z takové konstrukee plyne podobnost AABE ~
ADEC (véta sus), a tedy 1 podobnost ABFE ~ DEFC padle pom. il., podm. (i).
DISKUSE: Protoze ¢ < y/ac < a, feSeni z ¢dsti a) existuje vzdy prave jedno.

Cist bl): Usecka (0 jejiz délce zatim nic nepfedpokldddme), kterd je kolmd k pfimee BC & jejiz krajni
body lezi uvnitf ramen AD a BC, existuje, jen kdy% kalmy primeét G bodu A na pfimku BC padne mezi

body B a C (obr. 6.5). Plyne to z toho, ze thel § = ZABC je ostry. Nepfiznivd situace (obr. 6.6) se
vylouéi podminkou |BG| < |BC| = b. Protoze |BG| = acos3 = a- %, dostdvame po snadné Uprave

ekvivalentni podminlku

a—cC

(3) b> Vala—e.

(To je podstatné omezeni, a priori totiz zfejmé plati pouze slabs nerovnost b > a — ¢). UkaZme, Ze

podminka (3) sama o sobé jiz zaruéuje, Ze konstruovand pficka EF délky \/ac existuje a je jedind.

Z trojihelnikit ABG a CHD totiz plyne |AG| = asinf§ a |HC| = %, takze |AG| - |[HC| = ac. To
Sin ¢

znamend, ze délka v/ac je geometrickim priimérem délek zikladen AG a HC pravothlého lichobézniku
GAHC. Proto piicka EF existuje, je jedina a pri jejl konstrukel lze postupovat zpusobem z ¢ésti a)
naseho Tesenl, uvazujeme-li lichobéznik GAHC namisto lichobézniku ABCD. Jiné pekné vysvetleni
poskytuje obr. 6.7, ve kterém podle Eukleidovy véty o odvésndch pravoihlého trojihelniku ABX mdime
|ZC| = |AX| = Jac a |BX| = y/a(a — ¢): nerovnosti |[HC| < y/ac < |AG| proto plynou z tupoihlych
trojihelniki ZCH a AGX.

Cist b2): Bod E uréeny rovnosti (2) na rameni AD délky d existuje, pravé kdyz J%dg Z ac (plyne
to z prubéhu kvadratické funkee f(z) = z(d — z) na intervalu = € (0,d), kde = = |AE|). Protoze
d? = b? — (a — ¢)?, dostdvime odtud snadnou tipravou existenéni podminku

(4) bza+c,
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kters je silnéjsi nez (3), takze pro isecku AG zajistuje potfebnou polohu z obr. 6.5. Pomoci vyjédfeni
|DH| = c-cotg8 = c- % se snadnym vypoétem ovéil, Ze za podminky (4) plati obé nerovnosti
|DH| < id a |AH| - |DH| < ac, které zaruéuji, Ze kazdy bod E tsecky AD spliujici (2) je vnitinim
bodem tseeky AH (takové body jsou dva, resp. jeden, plati-li v (4) ostrd nerovnost, resp. rovnost). Proto
kolmy primeét F' takového bodu E na piimku BC skutecné padne mezi body B a C.
ZAVER DISKUSE: Uloha mé

A | feseni, jelia—c<bs \/ala—c),

A 2feseni, jeli \Jala—c)<b<a+rq,

A 3feseni,jelib=a+c,

A 4Teseni jelib>a+e
JINE RESENI: PopiSme jiny rozbor édsti bl) a b2) pfedchoziho postupu. V prvni z nich z rovnosti thla
CED a EBF (obr. 6.8) na zédkladé véty o obvodovém a tsekovém tthlu (pom. dl. 3) usoudime, ze pfimka
AD je teénou ke kruznici opsané trojihelniku ECB. Tuto kruznici umime sestrojit, nebot m4 prochizet
danymi body B,C a dotykat se dané usecky AD (pom. il. 4). Pfislusny bod dotyku je hledany bod E,
jeho kolmym primétem na rameno BC dostaneme bod F. Padobnost ABFE ~ FEDC je pak zaruéena
podle pom. 1l. 2, podm. (i), nebot ABFE ~ AEDC podle véty uu.

Cést b2): Z rovnosti ihli CEF a EBF (obr. 6.9) usoudime, Ze ihel BEC je pravy. Proto lze bod
E sestrojit jako priseéik isecky AD s Thaletovou kruznicf nad primeérem BC'; bod F pak dostaneme
stejné jako v &dsti bl). Jako tam se dokédze I podobnost ABFE ~ DEFC, tentokrat na zakladé toho, ze
ABFE ~ AEFC.

POMOCNE ULOHY:

1. Pilpomeiite si a pomoci podobnych trojihelniki dokazte Eukleidovy véty o viysce a odvésnich
pravotihlého trojihelniku: ©? = ¢ -cp, a®> =c-ca 8 b = c- .

2. Ctyfihelniky KLMN a PQRS se shoduji ve vnitinich thlech, jak je vyznaceno na obr. 6.10.
Dokazte, ze tyto ctytihelniky jsou podobné, je-li spluéna nékters z podminek:

(i) AKLM ~ APQR, (i) strany KN a LM nejsou rovnobézné a |KL|: |[PQ| = |MN| : |RS|.
[Vysvétlete, ze pokud AKLM ~ APQR, plati rovnéz AKMN ~ APRS podle véty uu, piicemz
obé podobnosti maji stejny koeficient |[K M| : |[PR|. Za podminky (ii) prevedte podobnym zobrazenim
étyflhelnik PQRS na étyfihelnik KLM'N' tak, aby body M', N’ lezely po fadé na polopfimkich LM
a KN, ﬁseélcy MN a M'N' jsou pak shodné a rovnobéiné; kdyby nebyly totozné, byl by MNN'M'
rovnobéznlk, takze strany KN a LM by byly rovnobézné.|

3. Co jsou obvodové, stredové a tsekové ihly a jaké maji vlastnosti? Dokazte je.

4. Sestrojte kruznici kterd prochazi danymi body K, L a dotyka se dané piimky p, jez je s piimkou KL
riznobeézna. [Bod dotyku T primky p s hledanou kruznic je uréen podminkou |PT|2 = |PK]|- |PL|, kde
P je priseeik pfimek p a K L.]

5. (Dopliujici tiloha) Dané body A, B lezf uvnitf téze poloroviny vytaté danou ptimkou p. Na pfimce
p sestrojte bod X tak, aby velikost konvexniho ihlu AX B byla co nejvétsi. [Rozhledy mat.-fyz., roé. 62,
é. 4, str. 168-169.]



