47. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy doméciho kola kategorie B

1. Magicky ctverec je ¢tvercovd tabulka prirozenych cisel, v niz je soucet vsech
cisel v kazdém tadku, v kazdém sloupci i na obou uhloprickdch stejny. Na-
jdéte vsechny magické ctverce 3x 3, pro ktere je soucin ctyr ¢isel v rohovych
polich roven 3 465.

RESENI{. Oznaéme pfirozend ¢isla v magickém ¢tverci pismeny a, b, ¢, d, e,
f5 g, h,ijako na obr.1.1 a pismenem S ozna¢me soudet t¥i Cisel

v kazdém Fadku, sloupci i thlopficce. UkdzZeme, Ze je S = 3e: al|b|c
Secteme-li totiz ¢isla v prvnim a tfetim fadku a od vysledku dlelf
odecteme ¢isla v prostfednim sloupci, dostaneme rovnost
gl h|i
S+S—-S=a+c+g+i—e
Obr.1.1

Odtud vzhledem k rovnostem a +i=c+ g =S5 — e plyne
S=(S—e)+(S—e)—e, mneboli S=3e.
Dtsledkem jsou rovnosti
a+i=c+g=2e.

Hledejme tedy ¢tyfi pfirozena Cisla a, i, ¢, g, jejichZz soucin je roven ¢islu
3465, a pfitom a + ¢ = ¢+ g. Probrat kone¢nou mnozinu feSeni rovnice aicg =
= 3465 mizeme tak, ze nejprve vypiseme vSechny mozné rozklady ¢isla 3465 =
= 32.5.7-11 na soucin dvou ¢initelét M a N (jez by mély odpovidat sou¢iniim
ai a cg):

3465=1-3465=3-1155=5:693=7-495=9-385=
=11-315=15-231=21-165=33-105=35-99 =
=45-77=155-63.
Nyni pro jednotlivé dvojice M, N snadno vyhleddme rozklady M = ai

a N = cg s vlastnosti a + i = ¢+ g (pro prvnich osm dvojic takové rozklady
z¥ejmé neexistuji). Jediné dva vyhovujici rozklady jsou

3465 =(5-11)- (7-9) = (3-15) - (7-11).
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V prvnim pripadé 2e = 16, tedy e = 8; v druhém 2e = 18, tedy e = 9. Snadno
dopo¢teme i ostatni éisla magického étverce (obr.1.2).

5|12 7 3|17 7

10| 8 | 6 1319 |5

914 |11 1111 |15
Obr.1.2

Protoze Ctyri rohova ¢isla mazeme do tabulky umistit osmi zpisoby, je
kazda tabulka na obr. 1.2 zastupcem osmi tabulek, jez z ni vzniknou ,preklo-
penim“ podle os soumeérnosti ¢tverce. Jina feSeni tlohy neexistuji.

PROUPRAVNA A DoPLNUJiCT ULOHA:
1. Podrobné zduvodnéte zakum, Ze stiedové
¢islo magického ¢tverce 3 x 3 je aritmetickym
prumérem Ccisel v rohovych polich, ale také

aritmetickym primérem zbylych ctyr cisel etz—y e e—z+y

v prostfednim radku a sloupci magického

Ctverce. ety |e—z—y| etz
2. Dokazte, ze kazdy magicky ctverec 3 X 3 vy-

padé jako na obr. 1.3. Obr. 1.3

2. V roviné€ je ddna primka q a bod A, ktery na ni nelezi. Urcete v této
roviné mnozinu stredu S vsech ctverciu ABCD takovych, Ze bod B lezi na
primee q.

RESEN{. Uvazujme pfimku p, kterd prochézi bodem A a je kolméa na pfimku
q. Ozna¢me P patu kolmice p. S kazdym ¢tvercem danych vlastnosti lze uva-
zovat Ctverec, ktery je s nim symetricky podle primky p a rovnéz vyhovuje
podminkam tlohy. Odtud plyne, Ze vySetfovana mnozina stfedi S vSech ¢tverct
ABCD danych vlastnosti je rovinny utvar, ktery je symetricky podle pfimky
p. Uvazujme nyni takovy ¢tverec, jehoz vrcholy jsou oznaceny A, B, C', D proti
sméru chodu hodinovych rucicek.
Déle rozlisime tfi ptipady polohy jeho vrchola C, D v roviné:

a) oba vrcholy C, D lezi v poloroviné ¢A (obr.2.1),

b) pouze vrchol D lezi v poloroving ¢A (obr. 2.2),

¢) za4dny z vrcholtt C, D nelezi v poloroving gA (obr.2.3).

V piipadé a) ozna¢me K, L po fadé paty kolmic ze stfedu S uvaZovaného
¢tverce ABC D na piimky p, q. Vzhledem k tomu, ze plati | < ASB| = | KSL| =
= 90°, je pravouhly trojahelnik BSL obrazem pravouhlého trojihelniku ASK
v otoleni se stiedem S o thel +90°. Proto plati [SK| = |SL|. Stejuy zaver
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zdivodnime obdobné i v pfipadech b) a c) (obr. 2.2 a 2.3). St¥ed S uvazovaného
¢tverce ABC' D tudiz vzdy lezi na ose o thlu K PL.

Naopak ke kazdému bodu S pfimky o 1ze snadno sestrojit ¢tverec ABCD,
jehoz stfedem je bod S a jehoz vrchol B lezi na pfimce q.

Zdver: Hledanou mnozinou bodu je dvojice vzajemné kolmych pfimek o
a o', které prochézeji bodem P a sviraji s pfimkami p a ¢ tthel 45° (obr. 2.4).

JINE RESENI. Vyuzijeme vlastnosti obvodovych ihld, a to pro vSechny t¥i
vyse popsané pripady. I zde ukdzeme feseni pouze pro pripad z obr. 2.1.

Vzhledem k tomu, ze plati [ ASB| = | APB| = 90°, je mozno ¢tyithel-
niku APBS opsat kruznici. Odtud na zakladé véty o obvodovych thlech do-
stavame | X APS| = |xABS| = 45°. Stfed S uvazovaného ¢tyithelniku ABC'D
lezi tedy na ose thlu APB.

JINE RESENI. Uvazujme libovolny bod B pfimky p (obr. 2.5). Ke kazdému
takovému bodu muzeme sestrojit ¢tverec ABC'D dvéma zpusoby. Protoze troj-
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Obr. 2.5

thelnik ASB, resp. AS’B je rovnoramenny pravouhly s thlem 45° pfi vr-
cholu A, dostaneme stied S kazdého takového ¢tverce ABCD sloZzenim oto-
¢eni kolem stfedu A o tthel +45° a stejnolehlosti se stifedem A a koeficientem
AS| V3
|AB] 2
(navzdjem kolmé) ptimky ¢’ = AS a ¢” = AS’, které dostaneme jako obraz
primky ¢ v popsanych zobrazenich.

. Stfedy S vSech uvazovanych ¢tvercai ABCD tedy vyplni dvé

NAVODNA ULOHA:

Je dan étverec ABC'D. Uhlopticka étverce K LM N je shodna se stranou &tverce ABC'D
a vrcholy K a M lezi na obvodé ¢tverce ABCD. Uréete mnozinu vSech vrchola L vSech
takovych ¢tverct KLMN. [19. MO, B-1-5]

3. Dokazte, Ze pro kazdou trojici x, y, z kladngch cisel plati nerovnost

VAT (o b ) S VA VTV

+ +
r+y yYy+z z+<x
Zjistéte, kdy nastane rovnost.

RESENL. Podle pomocné tilohy 1 pro kazda dvé kladna éisla a, b plati

2
nerovnost a + b = 2v/ab neboli < ——, pfidemz rovnost nastiva, prave
a+b = Vab

kdyz a = b. Zapiseme-li tuto nerovnost pro kazdy z odpovidajicich s¢itancti na
levé strané dané nerovnosti, dostaneme t¥i nerovnosti
2 < 1 7 2 < 1 7 2 < 1
r+y Ty y+z T \Jyz Z+T T iz
a jejich se¢tenim nerovnost, kterou po vynasobeni obou stran kladnym ¢islem

/Tyz prevedeme na nerovnost ze zadani ulohy.
Rovnost nastava, jediné kdyz plati z = y = z.
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POMOCNA ULOHA:
Dokazte nerovnost a + b = 2v/ab pro libovolnou dvojici nezapornych &isel a, b. Zjistéte,
kdy plati rovnost.

DorpLNuJici ULOHY:
1. Pro kazdou trojici «, y, z nezdpornych ¢isel plati nerovnost

z+y+z2 Ty + Yz + Vzz.

Dokazte a zjistéte, kdy plati rovnost.
2. Dokazte, ze pro kazdou trojici x, y, z nezdpornych ¢isel plati nerovnost

z(z — Y2) + y(y — Vzz) + 2(2 — Vay) 2 0.

Zjistéte, kdy plati rovnost. [17. MO, A-1I-2]

4. Je dan ctyrsten, v némzZ kaZdé dvé protilehlé hrany jsou shodné. Uvnitr
Ctyrsténu existuje bod M, ktery je stejné vzddlen od vsech jeho stén. Do-
kazte, Ze kazdd vyska daného ctyrsténu je rovna ctyrndsobku vzddlenosti
bodu M od jeho stén.

RESENI. Uvazujme étyistén ABCD, pro jehoz délky hran podle zadani
plati

|AB| = |CD| =p, |BC|=|DA[=gq, |CA|=|BD|=r.

Stény uvazovaného ¢tyfsténu jsou tvoreny ¢tyimi shodnymi trojuhelniky
(o stranach p, g, r), tudiz ze vzorce pro objem jehlanu plyne, Ze vSechny ¢tyti
télesové vysky maji stejnou velikost v. Uvazujme dale uvnit¥ ¢tyisténu ABCD
bod M, ktery méa od vsech jeho stén stejnou vzdalenost d. Vzhledem k tomu, ze
Styfstény ABCM, ABDM, BCDM a CADM maji shodné vysky z vrcholu M
i odpovidajici protilehlé stény, maji i stejny objem, ktery se tudiz rovna ¢tvrtiné
objemu celého étyfsténu ABCD. Protoze ¢tytstény ABCD a ABCM maji
spole¢nou sténu ABC, musi platit v = 4d. Tim je dilkaz ukoncen.

POMOCNE ULOHY:

1. Zopakujte se zaky vzorec pro vypocet objemu V jehlanu o podstavé s obsa-
hem P a vyskou v (V = %Pv). Jeho uzitim feste nasledujici ulohy:

2. Necht T je tézisté stény ABC daného ¢tytsténu ABC D. Dokazte, ze étyfstény
ABDT, BCDT a CADT maji stejny objem.

3. Je dan pravidelny ctyrstén o hrané délky h. Dokazte, ze vSechny jeho vnit¥ni
body maji tyz soucet vzdalenosti od vSech stén daného ¢tyfsténu. Vyjadrete
tento soucet pomoci délky h.



5. V oboru redlnyjch cisel reste soustavu rovnic
r+2y+32=a2— 22+,
y+2z+3c=9%—2>+p,
2420+ 3y=22—y>+p,

kde p je redlny parametr. Provedte diskusi o poctu feseni vzhledem k para-
metru p.

RESENI. Se¢tenim vSech t¥ rovnic dostaneme
6(x +y+ 2) = 3p, tj. m—i—y—i—z:g.

Dosadime-li tuto hodnotu do levych stran jednotlivych rovnic soustavy upra-
venych podle vzoru

a+2b+3c=2(a+b+c)+c—a,

obdrzime po tpravé néasledujici soustavu rovnic (uz bez parametru p):

2 2

z—xr =" — 2%, r—y=1y>—2°

, y—z=22—y>

Z prvni rovnice snadno zjistime, ze plati 2z — z = 0 nebo z 4+ + 1 = 0.
Podobné z druhé, resp. tfeti rovnice dostavame x —y = 0 nebo z +y + 1 =0,
resp. y — z = 0 nebo y + z + 1 = 0. Protoze dana soustava rovnic se neméni
cyklickou permutaci neznamych x, y, z, staci rozlisit dva pripady:

(i) x = y = z. Z vychozi soustavy pak snadno uréime, Ze jedingm FeSenim

je trojice
(x7y’ Z) = (E) B? E) *
6°6°6
(i) z = y a z = —x — 1. Pro takové trojice neznamych je dand soustava

ekvivalentni s jedinou rovnici 2z = p + 2 (o tom se snadno pfesvéd¢ime dosa-
zenim), takze plati

a z:—2—}—7.
2

Permutovanim trojice (z,y, z) v piipadé (i) zddné dalsi FeSeni nedostane-
me, v pfipadé (ii) jsou vysledkem FeSeni
p p p p p p p p p
(1+5,L+?—2—§),(—2—§Jf+?1+5),(1+—,4-31+—).

Reseni dané soustavy je jediné, pravé kdyz

r=y=1+

NS

~—

p p p

N U R T

6 + 2 2
To nastane pouze pro p = —3. Pro kazdé jiné p ma soustava praveé Ctyri reseni,
nebot zadna dvé z ¢isel %p, 1+ %p, -2 — %p se pro p # —3 nerovnaji.
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POMOCNE ULOHY:
1. Urcete vSechna realna c¢isla a, pro néz ma soustava rovnic
x272y:y272x:a

jediné FeSeni. [44. MO, C-II-2]
2. Urcete vSechna redlnd ¢isla a, pro kterd existuje pravé jedna dvojice (z,y)
realnych cisel takovych, ze
1 vy 1 =z
TH--Z=yt+--==a
y T r oy
[44. MO, B-1I-1]

6. Jaky nejvétsi obsah muZe mit konverni ctyruhelnik, v némz obé usecky
spojujict stredy protilehlych stran jsou shodné a maji danou délku d?

RESENT. Oznaéme ABCD uvazovany konvexni ¢tyithelnik a K, L, M
a N oznaéme po fadé stiedy jeho stran AB, BC, CD a DA. Ctyiahelnik
KLMN je vzdy rovnobéznik (nékdy nazyvany Varignontv rovnobéznik étyt-
thelniku ABCD), nebot jeho strany KL, LM, M N, N K jsou po fadé stfednimi
prickami v trojuhelnicich ABC, BCD,CDA, DAB.Platitedy KL || AC || MN
a LM || BD | NK. Maji-li obé thlopticky KM a LN v rovnobé&zniku K LM N
tutéz délku d, je K LM N pravouhelnik, v némz plati KL | LM, a je tudiz
i AC L BD. Dokézali jsme, ze thlopticky AC' a BD ¢&tyiuhelniku ABCD jsou
navzajem kolmé.

Obsah rovnobézniku KLMN je roven poloviné obsahu ¢tyfahelniku
ABCD (viz pomocnou ulohu 1), proto mé ¢tyftahelnik ABC'D nejvétsi ob-
sah, pravé kdyz ma nejvétsi obsah prislusny pravotuhelnik K LM N. Mezi vSemi
pravouhelniky o dané thlopficce d ma nejvétsi obsah ctverec, jehoz obsah je
%dQ. Nejvétsi mozny obsah étyfthelniku ABCD je tedy d?. Takovy obsah ma
kazdy uvazovany ¢tyfuhelnik, ktery mé shodné a navzajem kolmé thlopficky
délky dv/2 (napiiklad ten na obr.6.1).

c
M L
D B
N K

A

Obr. 6.1



POMOCNE ULOHY:

1. Dokazte, ze Varignoniv rovnobéznik kazdého konvexniho ¢tyrihelniku ma
obsah rovny poloviné obsahu celého ¢&tyfahelniku. [Dvojice trojuhelniki
AKN, CML a BLK, DNM (obr.6.1) maji dohromady obsah 1 obsahu
celého ¢&tyfahelniku (jak plyne z vlastnosti stfedni pricky trojahelniku),
takze celkem je obsah vsech ctyf uvedenych trojuhelnik roven poloviné
obsahu celého ¢tyithelniku.]

2. Ukazte, ze mezi vSemi pravouhelniky o dané délce tuhlopficky ma nejvétsi
obsah ctverec.

3. Necht kolmé priméty pruseciku thlopfiéek daného konvexniho ¢tyfuhelniku
na jednotlivé jeho strany lezi uvnitf téchto stran. Dokazte, ze uvazované
pruméty lezi na téze kruznici, pravé kdyz stfedy stran daného ¢tyiuhelniku
lezi na kruznici. [30. MO, B-1I-2]



