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47. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie C

Pro libovolné trojciferné cislo urcime jeho zbytky pri deéleni cisly 2, 3,
4, ..., 10 a ziskanych deveét cisel pak secteme. Zjistéte nejmensi moznou
hodnotu takového souctu.

RESEN{. Oznac¢me S(n) soucet uvedenych zbytki trojciferného é&isla n. Vy-

svétlime, pro¢ S(n) = 3.

Pro liché n je S(n) = 5 (uvazte zbytky pii déleni sudymi ¢isly 2, 4, 6, 8,
10). Déle tedy necht n je sudé.

Pokud 4 1 n, tak S(n) = 4 (n dava pti déleni ¢isly 4 a 8 zbytek aspoii 2).
Necht n je déle délitelné ¢ty¥mi.

Pokud 8 1 n, tak S(n) = 4 (zbytek 4 pii déleni &islem 8). Proto necht je
déle n délitelné osmi.

Pokud 3t n, tak S(n) 2 3 (n déva pii déleni ¢isly 3, 6, 9 zbytek aspori 1).
Necht je dale n délitelné osmi a tiemi.

Pokud 9 1 n, tak S(n) = 3 (zbytek aspont 3 pfi déleni éislem 9). Necht dale
8|nadln.

Pokud 5 { n, tak S(n) = 3 (zbytek asponi 1 pii déleni ¢islem 5 a zbytek
aspoti 2 pii déleni ¢islem 10).

Piedpokladejme proto, ze 5 | n, 8 | n a 9 | n. Pak pfichdzeji do uvahy

uz jen ¢isla 360 a 720, pro néz S(360) = 3 a S(720) = 9. Tim je nerovnost
S(n) = 3 dokdzand. Zaroveii jsme zjistili, Ze S(n) = 3 napf. pro n = 360. (Je
také S(840) = 3.)

JINE RESEN{. UvaZujme jen ten piipad, kdy ¢islo n neni délitelné nejvyse

dvéma z &isel 2, 3, ..., 10 (jinak S(n) = 3). Pokud je tento ,nedélitel* jeding,
je to nutné ¢islo 7 (musi to byt prvodislo, jehoz dvojnésobek je vétsi nez 10),
takze 360 | n. Pokud jsou takovi ,nedélitelé“ dva, musi to byt néktera z dvojic 5
al1l0,8a9,7a8,7a9,4a8.V kazdém pifipadé 6 | n, takze snadno ukdzeme,
Ze jeden z obou kladnych zbytki je vétsi nez 1, tedy S(n) = 3.

NAVODNE ULOHY:
1. Jaké jsou vSechny mozné soucty zbytku ¢isla po déleni ¢isly 3,6 a 9 7
2. Najdéte vSechna ¢tyfmistna cisla, ktera po déleni cisly 4, 5, 6, 7 a 8 davaji
zbytky

a)1,1,1,1,1;  b) 3,4,5,6,7; ) 1,1,1,4,1.
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Rozs81kuJici ULOHA:

Urcete vSechna péticiferna ¢isla A s nésledujici vlastnosti: zapiSeme-li za sebou (zleva
doprava) zbytky, které dava ¢islo A po déleni ¢isly 2, 3, 4, 5 a 6, dostaneme opét ptivodni
éislo A. [11311 (45-C-S-3)]

2. Najdete vsechny trojuhelniky ABC, pro které plati a + v, = b+ vy pri
obvyklém oznacent stran a vysek trojuhelniku.

RESENI. Pro obsah S trojthelniku ABC plati

§=—>==_—" (1)

2
Po dosazeni do dané rovnosti dostaneme rovnost a+— = b+ - Jednoduchou
a

—b
tpravou odtud dale plyne a — b = 25 a—b, neboli (a — b)(ab — 25) = 0. Je
a

. b .. , . )
tedy bud a = b (a tedy v, = vp), nebo S = % (tj. vo = b, thel ACB je pravy
a vy = a). Snadno se piesvédcime, Ze oba piipady vyhovuji.

Podmince tlohy vyhovuji vSechny rovnoramenné trojihelniky se zaklad-
nou AB a vSechny pravouhlé trojthelniky s pfeponou AB (a zadné jiné).

NAVODNE ULOHY:
1. Uréete vSechny trojihelniky ABC, pro jejichz obsah S plati 852 = b2c2.
2. Urcete vSechny trojuhelniky ABC, v nichz pro velikosti stran a vysek plati

1 1 1 1
a)a+ — =c+ —; b)a+ —=c+ —.

Va Ve Ve Va
[a) a=¢; b) a=cnebo S = %}

Rozs81kuJici ULOHA:
Je dano ptirozené ¢islo n. Uréete vSechny trojuhelniky ABC, pro néz plati

a + vy ="+l

[Jediné trojuhelniky, v nichz a = ¢, anebo jez maji pravy thel pfi vrcholu B.]

3. Sto déti se rozdélilo do ti druzstev A, B a C. Poté, co jedno dité prestou-
pilo z A do B, jedno z B do C a jedno z C' do A, se prumérnd hmotnost
déti zvysila v druzstvu A o0 120 g, v druzstvu B o 130 g, zatimco v druzstvu
C se sniZila 0 240 g. Kolik déti bylo v jednotlivijch druzstvech?
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RESENI. Oznaéme a, b a ¢ po fadé poéty déti v druzstvech A, B a C, déle
nechf @, b a € je po fadé primérna hmotnost (v gramech) déti v druzstvech A, B
a C pfed vyménou. Nakonec ozna¢me a1, b1 a ¢; po fadé hmotnost (v gramech)
ditéte, které prestoupilo z A do B,z B do C az C do A.

Celkova hmotnost déti v druzstvu A byla pfed vymeénou a-@. Z podminky
v zadani sestavime nasledujici rovnici

a-a—ai+c
a

=a+ 120.

Po jednoduché tpraveé vyjde
—a1 + ¢1 = 120a.
Obdobné dostaneme i
—b;+a;1=130b a —c1+ b =—240c.

Sectenim téchto t¥i rovnic dostaneme (po vydéleni deseti a dalgich upravach)

12a 4 13b = 24¢ = 24(100 — a — b),

36a 4+ 37b = 2400,

36(a+b)+b=2400= 3666 + 24.

Z podminky 0 < b < 100 a posledni rovnice vyplyva, Ze mohou nastat jen tii
nasledujici pripady:

a) a—+b=066,b=24; b) a + b =65, b = 60; c)a+b=64,b=96.

A ziejmé jen prvé dva vedou k pfipustnym fesenim (a > 0). Jesté ovéiime,
zda obé ziskana FeSeni skuteéné vyhovuji podminkam tlohy. V piipadé a) méme
a=42,b=24, c=34; ¢c; — a1 = 5040 a a; — by = 3120, zatimco v piipadé b)
méme a = 5, b = 60, c = 35; ¢c; —a; = 600 a a; — by = 7800. Tyto vysledky
zfejmé mohou odpovidat readlné situaci.

Odpovéd: Poéty déti v druzstvech A, B, C byly po fadé bud 42, 24, 34,
anebo 5, 60, 35.

NAVODNE ULOHY:
1. V oboru pfirozenych ¢isel Feste rovnici
a) Tz + 8y = 163; b) 7z + 8y = 1998.

[a) x =21 —8s,y =2+ 7s,s € {0,1,2}; b) z = 282 — 8s, y = 3+ 7s,
s€{0,1,...,35}.]

2. Pramérna vyska skupiny dévcat je 165 cm. Kdyz k nim pribyla Jana, jejiz
vyska je mensi nez 2m, zvétsila se pramérna vyska ve skupiné na 171 cm.
Kolik nejméné a kolik nejvyse dévcéat muze byt po jejim pfichodu ve skupiné?
[Nejméné 2, nejvyse 5.]

Roz81kuict ULOHA:

Opravte ¢islo na pravé strané jedné z rovnic = + 2y = 43, 2z +y = 50, « + y = 30,
r —y = 4 tak, aby opravend soustava meéla feseni v oboru realnych c¢isel. Napiste
opravenou soustavu a jeji FeSeni. [2z +y =47, z = 17, y = 13 (38-C-S-2)]



4. Uvnitt daného pravothlého rovnoramenného trojuhelniku ABC' s preponou
AB zvolime libovolné bod X . Sestrojime primky p a q, které prochdzeji
bodem X tak, Ze p || AB a q L AB. Trojihelnik ABC vytind na piimce p
usecku KL, na primce q usecku M N. Urcete vsechny body X, pro které
plati |KL| =2 - |MN].

C
N
E F
K R L
P X
A M| D B
q q E
Obr. 1 Obr. 2

RESENI. Oznaéme R priise¢ik pfimky p s vyskou CD trojihelniku ABC
(obr.1) a M priisec¢ik pfimky ¢ s pfeponou AB. Predpokladejme, ze bod N
lezi na strané AC' (pfipad, kdy lezi na strané BC, vyfesime diky soumeérnosti
trojahelniku ABC podle osy C'D analogicky). Protoze |KL| = 2 - |RC|, poza-
dovana rovnost | K L| = 2-|M N| plati, pravé kdyz |RC| = |M N|, tj. pravé kdyz
MR || NC,tj. pravé kdyz M DRX je ¢tverec. Proto DX je osa thlu ADC kolma
na AC, a tedy X lezi uvnitt tsecky DFE, kde E je stfed strany AC, neboli uvnitf
stfedni pficky trojihelniku ABC rovnobézné s BC. Z uvedeného je jasné, Ze
kazdy vnitini bod této pficky vyhovuje zadéani (krajni body D a E nevyhovuji,
protoZe nas zajimaji jen body X uvnit¥ trojihelniku ABC). Obdobné pro bod
N na strané BC' dostaneme vnitiek stfedni pricky DF (obr.1).

Odpovéd': Hledanou mnozinu tvofi v8echny vnitini body dvou stfednich
pricek trojuhelniku ABC, jez jsou rovnobézné s jeho odvésnami.

JINE RESENI. Trojthelnik ABC dopliime na ¢tverec AEBC (obr.2). Hle-
dame ty body X uvnitf trojuhelniku ABC, pro néZ popsané pfimky p a ¢
vytinaji na ¢tverci AEBC dvé shodné tsecky KL a NN'. Pak ale musi byt
trojuhelniky K LC a N'N A dva shodné rovnoramenné pravouhlé trojihelniky,
to znamend, ze pfimky p a ¢ jsou soumérné sdruzené podle osy strany AC
Ctverce, tj. bod X lezi na této ose. Podobné pro bod N lezici na strané BC
dostaneme, ze bod X musi lezet na ose strany BC.
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NAVODNE ULOHY:

1. Necht S je stfed strany AB rovnostranného trojihelniku ABC' se stranou
a = |BC| = 10cm. Ozna¢me X takovy bod trojuhelniku ABC, ktery je od
primek CS a AB vzdaleny po fadé 2cm a 3 cm. Vedme bodem X rovnobézky
s AB a CS. Ty protnou obvod trojahelniku ABC' ve ¢tyfech bodech. Vypo-
Citejte obsah ¢tyfthelniku uréeného témito étyfmi body. [(15v/3 — 9) cm?]

2. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC' a jeho libovolny bod X. Bodem X vedme
primku kolmou na AC a jeji prusecik se stranou AC ozname M. Jeji
druhy prusecéik s obvodem trojuhelniku ABC' oznaéme N. Popiste vSechny
ty body X, pro néz plati |M X| = |[NX|. [Sjednoceni tsetek AU a CU, kde
U je stfed vysky z vrcholu B na stranu AC.]

5. Reste soustavu

Tla] + 2y = 1174,
Sbx +2[y] = 91,9,

s v 7 v

kde [a] je tzv. celd éast rediného Cisla a, tj. celé &islo, pro které plati [a] <
< a < [a] + 1. Napriklad [3,7 =3 a [-3,7] = —4.

RESEN{. Necht o — [] = 29 a y — [y] = vo, kde z9, yo (0 < x9,70 < 1) jsou
tzv. zlomkové ¢asti Cisel x, y. Dana soustava tak pfrejde na tvar

T[x] + 2[y] = 117,4 — 2y,
5z] + 2yl = 91,9 — 5.

V obou rovnicich musi byt na pravych stranach cela éisla, proto yo mize na-

byvat pouze hodnot 0,2 nebo 0,7. Rozeberme oba tyto pripady:
117 -7
a) Necht yo = 0,2, tedy [y] = J
Odectenim rovnic dostavame 2[z] = 25,1 + 5x¢. Protoze 0 < 5x¢ < 5,
miZe [z] nabyvat pouze hodnot 13, 14 a 15. Aby bylo [y] celé, musi
byt [z] navic liché éislo. Potom dostdvame

[z] |20 | [y] x Y
130,18 (13|13,18 (13,2
15(0,98| 6 | 15,98 6,2

116 -7
b) Necht yo = 0,7, tedy [y] = J
Odeétenim rovnic dostavame 2[z] = 24,1 + 5x¢. Protoze 0 < 5xg < 5,
mize [x] nabyvat pouze hodnot 13 a 14. Aby bylo [y] celé, musi byt
[] navic sudé ¢éislo. Potom dostavame

[2] |0 || = |
14]0,78] 9 |14,78]9,7
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Soustava ma tfi feseni: x = 13,18,y = 13,2; x = 15,98,y = 6,2 ax = 14,78,
y =9,7.

JINE RESEN{. Z prvni rovnice dané soustavy plyne, Ze zlomkova ¢ast ¢isla
y je bud 0,2, nebo 0,7. Podobné z druhé rovnice usoudime, ze zlomkové ¢ast
¢isla x je rovna bud ¢islu 0,18 (= 0,9 : 5), nebo ¢&islu 0,18 4+ 0,2k pro vhodné
k€{1,2,3,4}. Jedna (z desiti) moznosti tedy je, ze x = [x] + 0,18 a y = [y] +
+0,2. Tehdy po dosazeni dostaneme pro (celoéiselné) nezndmé [z], [y] soustavu
Tlz]+2[y] = 117, 5[z]+2[y] = 91, kterd m4 jediné FeSeni [z] = [y] = 13. Podobné
se posoudi ostatnich devét moznosti, v sedmi z nich vyjde pro nezndmé [z], [y]
soustava bez celociselnych feseni. Celou diskusi 1ze ponékud zkratit, a to tak,
Ze nejprve obecné dosadime = = [z] 4+ 0,18 + 0,2k a y = [y] + 0,2 + 0,55 (kde
k€{0,1,2,3,4} a j € {0,1}), vypocteme [z] =13+ 3(k—j) a[y] =13+ j —
—2k+ 1(k + ), odkud uz snadno uréime vyhovujici dvojice (k, 5): (0,0), (4,0)
a (3,1).

NAVODNE ULOHY:

1. Nadrtnéte grafy funkci (na intervalu (—10,10))

y=[z], y=[22], y=[2-63], y=a+[z], y=z-[z]
2. V oboru kladnych realnych cisel feste rovnici

a) = + [z] = 68,5; b) z - [x] = 68,5;
c) z+ [z] =97; d) z-[z] =97.

[a) = 34,5; b) x = 8,5625 — nejprve vysvétlete, pro¢ 8 < z < 9; c¢) a d)
nema Feseni.]

Roz$1kusict ULoHY:
1. Najdéte aspon jednu dvojici celych cisel a, b tak, aby pro kazdé celé ¢islo =

platilo X )
T+ a x + T
[ 5 ] + [ 5 ] - [?]

[Napf. a =0, b = 2 (40-B-S-2).]
2. Je funkce y = x2 — [x2] periodicka? Pokud ano, uréete jeji periodu. [Neni.]

6. Sestrojte deltoid se stranami 12 cm a 13 ¢cm, ktery je svymi dhloprickami
rozdélen na ctyri trojuhelniky, jez jsou ctyrmi sténami néjakého Ctyrstenu.
Zhotoute papirovy model tohoto ctyrsténu.

RESENT. Na obr. 3 je znazornén vychozi deltoid, na obr. 4 sit odpovidajiciho
CtyTsténu. Z pravouhlych trojuhelnikd plynou pro useky z, y a z thlopricek
deltoidu nerovnosti

12 > z, 12 >y, 13>z2z>y. ()

6



12 y 12 n k
T T
z
13 13
A
Obr. 3 Obr. 4

Nutné tedy musi byt trojthelnik T3 shodny s trojihelnikem AED (AB a AD
jsou nejdelsi ze vSech stran uvazovanych trojihelniki). Mohou nastat dva p¥i-
pady:

a) Necht k = z a m = z (obr.5). V tom pfipadé se musi shodovat troj-
thelniky se stranami z, y, 12 a x, z, n. Protoze y < z, musi byt n =y a z = 12.

Potom z = v132 — 22 = 5.

\%4
12
n z n T
EN5 \B
-/
n n
12
13
x V& A z
A5V
Obr. 5 Obr. 6 Obr. 7

Sif pak bude mit tvar uvedeny na obr. 6 a kyzeny ¢tyfstén AEBV ziejmé
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existuje: dostaneme ho tak, Ze trojuhelnik AEV oto¢ime kolem ptimky AF
0 90° (télesova vyska z vrcholu V' bude lezet ve sténé AV E).

Konstrukce odpovidajiciho deltoidu je zfejmé, napt.

1. AABE; podle véty sss: |AB| = 13cm, |[BE| =5cm a |[EFA| = 12cm.

2. AEBC; podle véty Ssu: | xCEB| =90°, |BC|=12cm a C ¢ EA.
3. D; E je stted tsecky DB.

b) Necht k = x a m = z (obr.7). Pak se ale musi rovnoramenné troj-
thelniky o stranach z, z, n a x, x, n shodovat s pravouhlym trojuhelnikem
s odvésnami z, y a pfeponou 12. Odtud plyne z =y = z a m = n = 12, coz je
ve sporu s nerovnostmi (x).

Uloha mé4 tedy jediné feseni popsané v ¢asti a).

NAVODNE ULOHY:
1. Na nitce je zavéseno kmitajici zavazi. Sitka rozkmitu je 56 cm, vyskovy rozdil
mezi nejnizsi a nejvyssi polohou zavazi je 8 cm. Vypocitejte délku r zavésu.
[r =53 cm]
2. Reste ptivodné zadanou tlohu (pro deltoid) pro a) étverec se stranou 12 cm,
b) obdélnik se stranami 12cm a 13cm, c¢) kosoltverec se stranou 12cm,
d) kosodélnik se stranami 12cm a 13 cm.

Rozs1kusici trony:

1. Jenik roziezal konvexni papirovy mnohostén na jednotlivé stény (podél hran)
a poslal je Frantikovi. Frantik opét z téchto stén slepil konvexni mnohostén. Je
mozné, ze Jantv a Frantisktiv mnohostén nebyly shodné? [Uvazte napt. téle-
so, které dostanete spojenim dvou shodnych jehlanu s pravidelnou podstavou,
které vSak nejsou pravidelné (kolmy primét jejich vrcholu nepadne do stiedu
podstavy).]

2. Nad stranami ostrothlého trojuhelniku ABC jsou zvnéjsku sestrojeny pul-
kruznice. Ozna¢me po fadé K, L, M pruseéiky prodlouzenych vysek troj-
thelniku z vrchola A, B, C s témito pulkruznicemi. Dokazte, ze obrazec
AMBKCL tvoii plast ¢tyfsténu (trojbokého jehlanu s podstavou ABC).
[46-B-I1-6]



