A47, skolni kolo
1. Najdéte v8echny trojihelniky ABC, pro které plati rovnost
|BC|-|AX] = |AC| - |BY|,

kde bod X je prusecikem osy thlu BAC se stranou BC' a bod Y prusecikem osy
tihlu ABC se stranou AC. (P. Cernek)

Reseni: Zkoumanou rovnost piepiseme do tvaru |BC| : |[BY| = |AC| : |AX|
a oba poméry vyjadiime pomoci sinovych vét pro trojihelniky BCY a ACX
(ve kterych pii obvyklém oznaceni vnitinich thla trojihelniku ABC ziejmeé plati
|/BYC|=a+ 3B a|LAXC| =B+ ia):
|BC|  sin(a+ 30) |AC|  sin(6+ 30)
BY| ~  sinq Y AX| T T sinn

Hleddme proto praveé ty trojihelniky, pro které sin(«+ % B) = sin(8+ %a). Protoze
oba argumenty lez{ mezi 0° a 180°, rovnost jejich sint nastane, jen pokud o+ %ﬁ =
= B+ 3a, nebo (a+ 1) + (8 + 3a) = 180°. Prvni podminka znamend o = f,
druhd a4+ 3 = 120°, neboli v = 60°.

Mald obména prvni ¢asti: Srovndme-li zkoumanou rovnost s obecné platnou
rovnosti |[BC|-|AP| = |AC| - |BQ]|, kde AP a BQ jsou vysky daného trojihelniku,
dostaneme ekvivalentni podminku ve tvaru |AP| : |AX| = |BQ)| : |BY|. Z pravo-
thlych trojihelniki APX a BQY tak opét vyjde rovnost sin(a+ 3/3) = sin(8+3a).

OpPOVED: Hledanymi jsou prévé ty trojtihelniky, pro které plati |AC| = |BC|
nebo |LACB| = 60°.

2. V jistém jazyku jsou pouze dva znaky A a B. Prfipustnd jsou v ném jen
takova slova, v nichz nestoji vedle sebe vice nez dva stejné znaky. Dokazte, ze
pocty pn vSech pripustnych slov délky n lze urcit pomoci rovnosti p; = 2, po = 4
a Prt+2 = Pr+1 + Pk pro kazdé piirozené éislo k. (J. Zhouf)

Reseni: Rovnosti p1 = 2 a pa = 4 jsou ziejmé, nebot u slov délek 1 a 2 zadné
omezeni na sousedni znaky vlastné neni. Pro pevné k > 1 rozdélime vSechna
ptipustnd slova X7 Xs... Xpyo délky k + 2 do ¢ty skupin podle posledni dvojice
znaku Xk+1Xk+21

a) Je-li Xyy1Xgyo = AA, pak nutné X = B, takze X;X5... Xy je nékteré
ptipustné slovo délky k koncici znakem B.

b) Je-li Xyy1Xpto = BB, pak nutné X = A, takze X1Xo... Xy je nékteré
pripustné slovo délky k konéici znakem A.

¢) Je-li Xp41Xpt2 = AB, pak X1Xo... Xiy1 je nékteré piipustné slovo délky
k 4+ 1 koncici znakem A.

d) Je-li Xp41Xk12 = BA, pak X1 X5 ... Xk41 je nékteré piipustné slovo délky
k + 1 koncici znakem B.

V prvnich dvou skupindch je dohromady pravé pi slov, nebot kazdé piipustné
slovo délky k se v popisech uvedenych v bodech a) a b) objevi prédvé jednou.
Podobné se pomoci vSech piipustnych slov délky k& + 1 usoudi, ze v poslednich
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dvou skupinédch je dohromady praveé pi4+i slov. Tim je rovnost pigio = pr+1 + Pk
dokazana.

3. Dokazte, ze vSechna Feseni soustavy rovnic

ur + vy =z + xy,
vz + uy =y + zy,

Ty + uv =u? + 02

v oboru nenulovych redlnych éisel jsou tvaru z =y = u = v. (J. Simsa)

Reseni: Sectenim prvnich dvou rovnic dostaneme
(w+v)(z+y) = (v +y)°,

odkud plyne z +y = 0 nebo x +y = u + v.

V prvnim piipadé po dosazeni y = —x do prvni rovnice dostaneme z(u —v) = 0,
odkud u = v (nebot z # 0 dle zadén{); po dosazeni y = —x a u = v do tfet{ rovnice
obdrzime po snadné tipravé rovnici 22 + u? = 0, kterd v naem oboru nems feseni.

Ve druhém piipadé (kdy = + y = u + v) je pravd strana prvn{ rovnice rovna
z(z +y) = z(u + v), to jest ux + vr; porovninim s levou stranou ux + vy proto
(s ohledem na v # 0) vychdzi © = y, takze v tomto piipadé z = y = %(u +v);
dosadime-li to do tieti rovnice

(U+U)2+u1}:u2+v2,

2

vyjde po tpravé (u—v)? = 0, odkud u = v, tedy * = y = v = v. Tim je cely dikaz
hotov.

PozNAMKA: Ani v oboru viech redlnych &isel (véetné nuly) jind FeSenf nez x =
= y = u = v neexistuji. Dokazeme to, kdyz pfedchozi postup doplnime o rozbor
dvou situaci:

a)x+y=0axz=0. Ziejmé y = 0; z tfeti rovnice soustavy, kterd je nyni tvaru
uv = u? +v2, jiz plyne u = v = 0.

b)z+y=u+vav=0. Zfejmé = +y = u a t¥eti rovnice soustavy je nyni tvaru
ry = u?, takze vy = (z + y)?, odkud jiz plyne x = y = 0, a proto i u = 0.



