47. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni ¢asti I. kola kategorie B

1. Urcete vsechny trojice (a, b, ¢) redlnych ¢isel, pro které plati

at+b+c=1,
ab 4+ be + ca = abe.

2. Necht obé tsecky spojujici stedy protilehlych stran konvexniho étyfuhelniku ABCD
maji stejnou délku. Dokazte, ze thlopiicky AC a BD jsou navzajem kolmé a ze plati
rovnost

|AB|? + |CDJ? = |BC|*> + |DAJ?.

3. Najdéte vSechny c¢tvercové tabulky 3 x 3 prirozenych ¢isel, v nichz je soucin vSech ¢isel
v kazdém tadku, v kazdém sloupci i na obou uhlopfickach stejny a pro néz plati, ze
soucet Ctyft Cisel v jejich rohovych polich je jednociferné ¢islo.

Skolni — klauzurni éast I. kola kategorie B se kona
v utery 27.ledna 1998

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodi, uspésnym fesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Tyto tdaje se zakiim sdéli pred zahajenim soutéze.



47. roénik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie B

1. Druhou rovnici upravime na tvar (1 — c¢)ab + (a + b)c = 0. Podle prvni rovnice je
vSak a+b = 1— ¢, takze odtud dostdvame podminku (1 — ¢)(ab+ ¢) = 0. Protoze ptivodni
soustava byla symetrickd vzhledem k nezndmym a, b, ¢, pokusime se jesté upravit ¢initel
ab + c. Pomoci prvni rovnice tak dostaneme

ab+c=ab+(1—a—-b)=alb—1)+(1-0b)=(1—-a)(l-0),

takze
(I—-c)(ab+¢c)=(1—-a)(l—-0)(1—c)=0.

Odtud plyne, ze nékteré z ¢isel a, b, ¢ je nutné rovno jedné, ostatni dvé z nich jsou pak
(dle rovnosti a + b+ ¢ = 1) ¢isla navzajem opacné. Trojice (a, b, c) ma tedy jeden z tvart

(1,k,—k), (k,1,-k), (k,—k,1),

kde £ je vhodné cislo. Dosazenim se snadno ptresvédc¢ime, ze jsou to skutecné feSeni, a to
pro libovolné realné cislo k.

ReSeni 2. Pouzijeme standardni postup pro feSeni soustav rovnic. Z prvni rovnice
vyjadiime napftiklad ,nezndmou” ¢ =1 — a — b a dosadime do rovnice druhé, kterou pak
budeme fesit vzhledem k ,nezndmé“ b (povazujice a za ,parametr*). Dostaneme tak po
rutinnich tpravach kvadratickou rovnici

(a —1)b* + (a* —2a+ 1)b+ (a — a?) = 0.

Jeji koeficienty, jak snadno vidime, maji spole¢ného Cinitele a—1, takze rovnici pred fesenim
jesté upravime:

(a—1)[b*+ (a—1)b—a] = 0.

Protoze koreny trojclenu v hranatych zavorkach jsou b; = 1 a by = —a, musi nastat jeden
z pripadii a = 1, b = 1, nebo b = —a. Zavér je stejny jako u prvniho feseni.

Reseni 3. V obou rovnicich vystupuji vyrazy, které, jak vime, souviseji s koeficienty
mnohocdlenu P(x) = (z —a)(x — b)(z — ¢). Tak zjistime, Ze jsou-li obé rovnice splnény, ma
mnohoélen P(z) tvar 3 —z2+px—p, kde p = abc. Tehdy plati P(1) = 1—1+p—p = 0, takze
¢islo 1 musi byt jednim z kofent a, b, ¢ mnohoc¢lenu P(x). Zavér je stejny jako u prvniho
feseni.

Za tplné feseni udélte 6 bodu. Za nalezeni (podlozené vypoctem a netiplnou diskusi, ne uhodnuti) jednoho
nebo dvou typi feseni udélte 4 body, za jejich uhodnuti (tfeba i vSech tii typt) dejte 2 body.

2. Oznacme K, L, M, N po fadé stfedy stran AB, BC, C'D, DA uvazovaného
konvexniho étyfthelniku ABCD. Ctyithelnik K LM N je rovnobéznik, nebot kazd4 z jeho
stran je stredni ptickou v jednom ze Ctyt trojuhelniki ABC, BCD, CDA a DAB, na néz
jednotlivé thlopricky dany ¢tyfuhelnik rozdéli, takze KL | AC || MN a LM || BD || MK
(bylo to vyuzito i v tloze B-1-6). Maji-li navic jeho thlopficky KM a LN tutéz délku, je



K LM N pravouhelnik, a proto jsou thlopticky AC a BD daného konvexniho ¢tyithelniku
ABCD navzajem kolmé.

Oznacme P prusecik uhlopticek AC a BD ¢tyruhelniku ABC'D. Uzijeme-li Pythago-
rovu vétu postupné na pravouhlé trojuhelniky ABP, BCP, CDP a DAP, dostaneme

|PA|> + |PB|? = |AB)?,
|PB|* + |PC|* = |BC|?,
|PC|? + |PD|? = |CD|?,
|PDJ? + |PA|* = |DAJ*.

Souctem prvni a tteti, resp. druhé a ¢tvrté rovnosti vyjde
|AB|* + |CD|* = |PA]® + |PB|* + |PC> + |PD|* = |[BC|* + |DAJ?,
coz jsme meéli dokazat.
Za uplné feseni udeélte 6 bodt. Za dikaz kolmosti udélte 3 body, za diikaz uvedené rovnosti udélte 3 body,

i kdyz kolmost tihlop¥i¢ek je pouze predpokladana (a ne dokazana).

3. Oznacme a, b, ¢, d jednomistnd ¢isla v rohovych polich hledané tabulky (obr.1) a e
¢islo v jejim stfedovém poli. Vzhledem k soumérnosti (pieklopenim podle

jedné z thlopricek nebo stredniho sloupce ¢i fadku se uvazované vlastnosti a b
tabulky nezméni) miizeme predpokladat, ze jea < d,b<caa+d < b+e, e
a protoze ma byt a+b+c+d < 9, bude za uvedenych predpokladt a+d < 4 4
a b+ c < 5. Z rovnosti aed = bec plyne ad = be, takze staci prozkoumat ¢
nasledujicich pét moznosti: Obr. 1

a|ll 1 1 2 2

d|l1r 2 3 2 2

b1 1 1 1 2

cl|l 2 3 4 2

V kazdém z téchto péti pripadi mizeme pomoci ,prostfedniho® ¢isla e stejnou me-
todou vyjadrit ostatni ¢isla tabulky, a to tak, ze vyuzijeme rovnosti soucinti ¢isel v obou
uhloptickach, obou krajnich fadcich a obou krajnich sloupcich. Tabulky pak vypadaji takto:

1le]|l 1 (2|1 1(3e] 1 2 12| 1 21 el 2
elele elele el|lele %e e | 2e elele
1 1 1
1lel|l 2 5e 2 3 se 3 4 5€ 2 21 e | 2

Porovname-li nyni zminéné souciny se soucinem ¢isel v druhém Fadku (¢i v druhém
sloupci), dostaneme v kazdém z uvedenych piipadt jedinou rovnici

¢® = (ad)e, kde postupné ad = 1,2,3,4, 4.



Tato rovnice ma v pfirozenych ¢islech feSeni pouze pro ad € {1,4} a tomu odpovidaji t¥i
tabulky na obr. 2. Z posledni tabulky dostaneme zminénymi soumérnostmi jesté tii dalsi,
ale jak snadno zjistime, vznikne kazda z nich otacenim uvedené tabulky o 90°.

11111 21212 21411

11111 21212 1 4

11111 21212 41112
Obr. 2

Za spravné feseni udélte 6 bodtl, z toho po 1 bodu za nalezeni prvnich dvou tabulek, 2 body za nalezeni
tfetiho typu tabulky, zbyvajici 1 az 2 body podle uplnosti avah, kterymi je vyloucena existence dalsich
feseni. Za opomenuti moznych soumérnych feSeni body nestrhavejte.



