C47, skolni kolo
1. V oboru reédlnych cisel feSte rovnici
[3z — 5] = bz — 8,

kde [a] je celd East redlného Cisla a, tj. celé ¢islo, pro které plati [a] < a < [a] + 1.
Napftiklad [3,7] =3 a [-3,7] = —4.
Reseni 1. Cislo k = 5z — 8 je nutng celé. Odtud z = (k + 8) a po dosazeni do
rovnice dostaneme
[k+8]—k

5

To podle definice celé ¢asti vede k nerovnostem

k§$<k+1,

po upravé —3 < k < —%. Cislo k je vsak celé, plati tedy bud k = —2 (pak = = 1,2),
nebo k = —1 (pak z = 1,4).

Dand rovnice mé pravé dvé FeSeni z = 1,2 a x = 1,4. (Zkouska dosazenim se
provede snadno, pfi naSem postupu vSak neni nutna.)

Reseni 2. Podle definice celé ¢4sti musi platit 5z — 8 < 3z —5 < (bz — 8) + 1,
po tpravé 1 < z < % 7 tohoto intervalu nyni vybereme ta x, pro ktera je hodnota
5z — 8 celodiselna: je-li 1 < x < g, pak b < bx < %, takze —3 < br —8 < —%, tedy
5z — 8 = —2 nebo bxr — 8 = —1. Odtud vypocéteme obé TeSeni x = 1,2 a ¢z = 1,4.
Ani pfi tomto postupu neni zkouska nezbytna.

Reseni 3. Oznatme k = [3x — 5], takze 3z — 5=k +¢,kde 0 < e < 1 a &islo k
je celé. Vyjadiime odtud x a dosadime do rovnice k = 5z — 8, kterou pak vyresime
vzhledem k ¢:

z=2%(k+e+5), k=3(k+e+5)—8  e=—2(2k+1).

Hledame tedy ta celd ¢isla k, pro ktera plati 0 < —%(2k+ 1) < 1. To je ekvivalentni
s nerovnostmi —3 < k < —3, takZe bud k = —2 (pak ¢ = 0,6 a z = 1,2), nebo
k= —1 (pak € = 0,2 a x = 1,4). Zkouska opét neni nutna.

Naznac¢me jeSté ¢tvrty mozny postup TeSeni. Z dané rovnice plyne, ze ¢islo bx
je celé, takze neceld Cast ¢isla = je rovna jednomu z ¢isel 0, 0,2, 0,4, 0,6 nebo 0,8.
Dale je mozné oddélené posuzovat téchto pét moznosti. Tak napt. pro x = k + 0,4,
kde k je celé, vychéazi bz — 8 = 5k — 6, 3x — 5 = 3k — 3,8, takze [3z — 5| = 3k — 4;
rovnice bk — 6 = 3k — 4 ma (celociselné) FeSeni k = 1, kterému odpovida x = 1,4.

2. Zjistéte nejmensi trojciferné Cislo, které je délitelné pravé polovinou z Cisel

2,3,4,6,8,9,12, 16, 18, 24, 27, 36.

Reseni 1. Hledané &islo A ma byt délitelné pravé Sesti z vypsanych éisel. Kazdé
z téchto 12 cisel je délitelné pouze prvocisly 2 a 3. Jelikoz mezi témito ¢isly jsou
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jen ¢tyfi mocniny dvou (2, 4, 8, 16) a jen tfi mocniny t¥i (3, 9, 27), musi byt ¢islo
A délitelné jak dvéma, tak tfemi (a tedy i Sesti).

Protoze kromé cisel 2, 3 a 6 mé cislo A jesté dalsi tii délitele mezi vypsanymi
Cisly, musi byt A délitelné ¢tyfmi nebo deviti, ne vSak obéma ¢isly zaroven (pak by
mélo osm délitela 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 a 36). Rozlisme proto dva p¥ipady.

e 4| Aa9t A Pak je ¢islo A délitelné 2, 3, 4, 6 a 12, Sesty vypsany délitel je
nutné (jediné) z Cisel 8, 16, 24. Proto 8 | A, takZe také (ve sporu s pFedchozi vétou)
24 | A. Musi tedy nastat druhy p¥ipad.

e 9| Aadit A Pak je éislo A délitelné 2, 3, 6, 9 a 18, Sesty vypsany délitel
je nutné ¢islo 27. Proto 54 | A, tedy A = 54¢, kde £ je liché ¢islo (nebot 4 1 A).
Na druhé strané, kaZdé takové Cislo 544 ma ziejmé mezi vypsanymi Cisly pravé 6
delitelt (2, 3, 6, 9, 18, 27). Takové nejmensi trojciferné ¢islo je 54 - 3 = 162.

Reseni 2. Hledané trojciferné ¢islo A nemiiZe byt délitelné ani &islem 36 (pak
by mélo osm déliteld 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36), ani ¢islem 24 (pak by mélo sedm
délitelt 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24). Probirejme zbylych 10 vypsanych ¢isel (sestupné od
nejvétsiho) a zjistujme, zda mohou délit ¢islo A.

e 27 | A. ProtoZe ¢islo A je nutné sudé (jinak by mélo jen délitele 3, 9, 27), plati
54 | A. Cislo 54 - 2 = 108 podmince tilohy nevyhovuje, zato &islo 3 - 54 = 162 ano.
Daéle uz predpokladejme, ze 271 A.

e 18 | A. Cislo A m4 pét déliteld 2, 3, 6, 9 a 18. Sesty vypsany délitel je (jeding)
z Cisel 4, 8, 12, 16. Proto 4 | A, takZe také 12 | A, coZ je spor s pFedchozi vétou.

e 16 | A. Cislo A m4 &tyfi délitele 2, 4, 8 a 16, posledni dva vypsani délitelé musi
byt z ¢isel 3, 6, 9, 12. Proto 3 | A, takze také 24 | A, a to jsme ivodem vyloudili.

e 12| A. Cislo A m4 pét déliteld 2, 3, 4, 6 a 12, Sestym vypsanym délitelem musi
byt ¢islo 8 nebo €islo 9. Z 8 | A pak ale plyne 24 | A (spor), z 9 | A zase 18 | A4, a
tim jsme se uz zabyvali.

Kdyby cislo A nebylo délitelné zadnym z cisel 36, 24, 27, 18, 16 a 12, muselo by
byt délitelné vSemi Sesti Cisly 2, 3, 4, 6, 8 a 9, a tedy prece jen i ¢islem 18. Tim je
nase diskuse uzaviena. Hledané ¢islo je 162.

ResSeni 3. Stejné jako v prvnim FeSeni vysvétlime, Ze hledané &islo je délitelné
Sesti. Budeme proto postupné probirat trojciferna ¢éisla délitelna Sesti (od nejmen-
§iho z nich, &isla 102), dokud nenajdeme takové, které mé mezi vypsanymi Gisly
pravé Sest déliteli (pocet téchto déliteli dale uvadime vzdy v zévorce za Cislem):
102 (3), 108 (8), 114 (3), 120 (7), 126 (5), 132 (5), 138 (3), 144 (8), 150 (3), 156
(5), 162 (6). Hledané ¢islo je 162.

3. Je dan rovnoramenny pravouhly trojihelnik ABC' s pfeponou AB. Oznac¢me
P stted jeho vysky z vrcholu C, M prisecik pfimky AP s odvésnou BC a N prisecik
pfimky BP s odvésnou AC. Dokazte, ze pravothelnik K LM N, jehoZ strana KL
lezi na preponé AB, je Ctverec.

Reseni 1. Necht D je stfed piepony AB a necht ¢ = |AB|. Ze soumérnosti
podle osy CD plyne M N || AB, tudiz pravotihelnik KLM N existuje. Nasi tlohou
je dokézat, ze |KL| = |LM|.

ProtoZe bod P je stied odvésny pravoihlého rovnoramenného trojuhelniku ACD,
plati rovnosti [DP| = 1|CD| = 3|AD| = }c. VSimnéme si nyn{ navzdjem po-
dobnych pravouhlych trojuhelnikit ALM a ADP. Pro délky jejich odvésen plati
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|AL| : |LM| = |AD| : |DP| = (3¢) : (3¢) = 2, odkud |AL| = 2|LM]|. Jelikoz
|AL| = |AB| — |BL| = ¢ — |BL| = ¢ — |LM| (nebot BLM je rovnoramenny troj-
tihelnik), dostdvdme rovnici ¢ — [LM| = 2|LM]|, podle niz [LM| = %c. Plati tedy
|BL| = %c, analogicky se dokaZe rovnost |AK| = zc (kterd plyne té% ze soumérnosti
podle osy CD). Pak ale |[KL| = |AB| — |AK| — |[BL| = ¢ — 1¢ — ¢ = c. Rovnost
|KL| = |LM| je tak dokdzana.

Reseni 2. Protoze M N || AB, pravothelnik KLM N existuje. Vzhledem k rov-
nostem |[AK| = |KN| = |[LM| = |BL| je pravothelnik KLMN ¢tverec, prave
kdyz jeho vrcholy K a L déli pfeponu AB na tii shodné tsecky, tedy pravé kdyz
IMN| = 3|AB].

Postup ze zadani ulohy trochu obratme: do trojihelniku ABC nejprve vepiSme
vySe uréenym zpusobem c¢tverec KLM N a vysvétleme, pro¢ se pak tsecky AM
a C'N protinaji v takovém bodé P, ktery je stfedem vysky C'D trojihelniku ABC.
7 osové soumeérnosti podle osy C'D je predné jasné, ze tento prisecik P na vySce
CD skute&ng lezi. Pro odvésny pravothlého trojihelniku ALM plati |ML| = ;| AB]
a |AL| = 2| AB|, takZe |AL| = 2|M L|; proto i pro odvésny podobného trojithelniku
ADP plati |AD| = 2|PD|, coz spolu s rovnosti |AD| = |CD| jiz vede k zavéru, ze
|PD| = |PC|. Prise¢ik P tse¢ek AM a CN je tedy skutecné stfedem vysky CD.

ResSeni 3. Oznaé¢me D patu vysky z vrcholu C na preponu AB a trojihelnik
CDB dopliime na ¢tverec C DBE se stifedem S. Z rovnobéZzniku ADFEC usoudime,
CDE, takze plati [MC| = 2|CS| = 1|BC|. Z rovnosti [MC| = 1|BC| a rovno-
béZnosti useCek M N a AB vyplyva, Ze trojuhelniky ABC a NMC' jsou podobné
s koeficientem 1. Odtud plyne |M N| = %|AB|, takZe pravothelnik KLM N existuje
a je to ¢tverec (viz Gvod druhého FeSeni).



