A47, krajské kolo

1. Cislo 19973" 4+ 1 je délitelné ¢islem 312 pro kazdé prirozené éislo n. Dokazte.

Reseni: Tvrzeni dokdzeme indukei podle éisla n. Muzeme zaéit od hodnoty n = 0: &fslo 19973°
je skuteéné nasobkem &fsla 33 (1998 = 27 - 74). Plati-li podle indukéniho piedpokladu rovnost 1997
+ 1 = 3""3k,, pro vhodné piirozené &fslo k,,, dostaneme ze vzorce A% + B3 = (A + B)? — 3AB(A + B)
hodnoty A = 19973" a B = 1 nésledujici vyjidfeni:

19974 1= (370k,)" = 31997 - (37, ) = 37 (3200083 — 19977k, )

Tim je dukaz hotov.
Dodejme, ze pti druhém indukénim kroku bylo rovnéz mozné vyuzit rozklad

x3”+1 +1= (1]'3”)3 + 13 — (233” + 1)(1:2.3" o x3" + 1)

a vysvetlit, pro¢ pro z = 1997 je druhy ¢initel délitelny tfemi: éfsla 199723" a 19973" totiz pii déleni ti
davaji po tadé zbytky 1 a 2.

2. V jedné tadé je postaveno n sloupku damovych kamentu tak, ze mezi kazdymi dvéma sloupky st
vysky se nachézi sloupek vyssi. (Vsechny kameny maji shodnou vysku, nékteré sloupky mohou byt tvo
i jednim kamenem.) NejvySsi sloupek obsahuje k kamentu. Pro dané k urcete nejvétsi moznou hodnotu

Reseni: Vysku sloupku budeme udévat poctem kamenti, ze kterych je sloupek vytvoien. Je-li v uvaz
fadé x sloupku téze vysky v, musi v kazdé z x — 1 mezer mezi nimi stat néjaky sloupek vysky alespon v
takze sloupki vysky v je nejvyse o 1 vice nez vsech sloupku vijsek alespori v+ 1. Vyuzijeme-li tento pozn

postupné prov =k, k—1, k—2, ..., zjistime, ze sloupek maximalni vysky k je jediny, sloupky vysky k
jsou nejvyse 2 (o 1 vice nez 1), sloupky vysky k — 2 nejvyse 4 (o 1 vice nez 1 + 2), sloupku vysky k —
nejvyse 8 (o 1 vice nez 1 + 2+ 4), ... Tak se (formalné indukci) ovéri, ze sloupku vysky k — j je nej

27 (01 vicenez 1 +2+---+2771). Seétenim pro j = 0,1,...,k — 1 dostaneme odhad pro pocet n v
sloupku uvazované rady:
n<14+244+4--- 4281 =2F_1,

Hodnota n = 2% — 1 je mozn4, konstrukce pifslusné fady je nasnadé: nejdifve postavime 1 sloupek vysk
pak 2 sloupky vysky k — 1, pak 4 sloupky vysky k — 2 atd. az na konec 2¢~! sloupkii vysky 1, a to vzd
v8ech mezer mezi jiz postavené kameny a na oba kraje fady. Lze to vyjadiit schématem

(k) = (k=1,k k—1) — (k—2,k—1,k—2,k, k—2,k—1,k—2) — ... — (1,2,1,...,1,2,1).

Jiné reSeni: Indukci vzhledem k ¢islu k ukédzeme, ze hledana nejvétsi mozna hodnota n, kt
oznaCime nyg, existuje a ze plati rovnost ng11 = 2n; + 1 pro kazdé k£ > 1. Protoze sloupek maxin
vysky je v kazdé uvazované tadé ziejmé jediny, plati predevsim ni = 1. Piedpoklddejme nyni, Ze ¢isle
existuje a uvazujme o libovolné fadé dané vlastnosti, v niz ma (jediny) nejvyssi sloupek vysku k+ 1 kam
Tento sloupek rozdéluje fadu na dvé casti, které rovnéz maji zkoumanou vlastnost, vSechny sloupky v
vSak obsahuji nejvyse k kamenu. Proto na kazdou stranu od sloupku o k41 kamenech stoji nejvyse ny slot
(pFesnéji: nejvyse ngs sloupku, kde &’ je druhy nejvétsi pocet kamenu v jednom sloupku celé uvazované i
ziejmé vSak ng < ng, kdykoliv &/ < k). Proto ¢islo niy; existuje a plati odhad ngi1 < ng + ng + 1.
druhé strané, vezmeme-li dvé stejné fady zkoumané vlastnosti, a to pravé o ny sloupcich (z nichz nejy
obsahuje k kament) a postavime mezi né sloupek o k 4+ 1 kamenech, dostaneme fadu, ktera potvrzuje oc
ng+1 > 2nk + 1. Rovnost ng11 = 2ng, + 1 je tak dokézana.

Z rovnosti n; =1 a ngy1 = 2ng + 1 se uz snadno uhodne a indukei ovéri vzorec ny = 2k _ 1.

Do pokynii pro bodovdni: Reseni typu ”abych umistil do fady co nejvice sloupki, budu ji sestav
takto ... ” bez vysvétleni, pro¢ fada o vétsim poctu sloupku neexistuje, ocente nejvyse 4 body. Za d
nerovnosti n < 28 — 1 (bez vvsvétleni. e rovnost ie mornd). udélte 5 bodti.



3. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

? —yz=a,

y: — 2z =a—1,

22 —xy=a+1

s realnym parametrem a. Provedte diskusi o poctu feSeni.

ResSeni: Odecteme-li od prvni rovnice rovnici druhou a pak od tfeti rovnice rovnici prvni, dostan
rovnosti

(x—y)z+y+2)=1 a (z—z)(z+y+2)=1.

Plyne z nich, ze ¢isla  — y a z — z jsou nutné ruznd od nuly a obé se rovnaji ¢islu s = (z +y + 2
Vyjadieni y = x — s a z = ¢ + s dosadime do puvodni soustavy:

2 —(x+s)(z—s)=a,

(%) (=8 —a(@+s)=a—1,
(r+s8)?—z(z—s)=a+1.

Snadno zjistime, Ze tato soustava je ekvivalentni s dvojici rovnic s2 = a a 3zs = 1, z niz jednak p
podminka Fesitelnosti a > 0 (nebot s # 0), jednak vyjddieni s = +/a a v = 5= = iﬁ, takze y = x —
= +1-3¢ 5 > = 2 + 5 = £18%9 (ve viech vzorcich plati vzdy stejné znaménko). Protoze soustava (x)

3va 3va

feSena ekvivalentnimi upravami, neni tieba provadét zkousku.
Odpovéd: Pro a < 0 soustava nema zadné Feseni, pro a > 0 existuji pravé dveé feseni (x,y, z), a to trc

1 1—3a 1+ 3a . -1 —-14+3a —1-—3a
3/a 3va ' 3va 3/a 3va ' 3va )

Jiné FesSeni: Cleny na levych strandch rovnic eliminujeme tak, ze secteme y-nisobek prvni rovnic
z-ndsobkem rovnice druhé a z-ndsobkem rovnice tfeti. Dostaneme tak linedrn{ rovnici 0 = ay + (a — 1
+ (a + 1)z. Podobné sec¢tenim z-nasobku prvni rovnice s z-ndsobkem rovnice druhé a y-ndsobkem rov
treti dostaneme 0 = az + (a — 1)x + (a + 1)y. Ze ziskanych rovnic

(a+Dx+ay+(a—1)z=0, (a—zx+(a+1)y+az=0
eliminujeme nejprve proménnou z (odectenim (a — 1)-ndsobku druhé rovnice od a-ndsobku rovnice prs

vysledkem je vyjadieni y = (1 — 3a)x; poté podobnou eliminaci proménné y dospéjeme k rovnosti z =
+ 3a)z. Dosadime-li tato vyjadieni y a z do puvodnich rovnic, dostaneme soustavu

90’2 = a, 9a(a+ 1)z =a+1, 9a(a—1)2*> =a — 1.

Ta je ekvivalentni (bez ohledu na hodnotu parametru a) s jedinou rovnici 9ax? = 1. Tak dostdv
podminku fesitelnosti @ > 0 a vzorce pro obé feSeni

1—3a 1+ 3a
=(14+3 =+ )
3\/E’Z (14 3a)x NG

1
— 4+ y=(1-3a)z =+
x N ( a)x

4. V roviné, v niz je dana tsecka BD, najdéte mnozinu vSech vrcholi A konvexnich ¢tyiihel
ABCD, pro které soucasné plati:

a) stfed O¢ kruznice vepsané trojihelniku BC'D lezi na kruznici opsané trojihelniku ABD,

b) stied O 1 kruznice vepsané troitthelniku ABD lezi na kruznici opsané troitthelniku BCD.



Reseni: Oznacme o = |/BAD| a v = |/BCD|. Plati

|/BO¢D| = 180° — (|LOcBD| + | LOcDB|) =
1 1
= 180° — 5(|/ZCBD| +|LCDB|) = 90° + 3

podobné [/ BO s D| = 90°+ %a. Protoze body A a O¢ lezi v opaénych polorovinach s hraniéni ptimkou B
podminka a) ilohy ekvivalentni s tim, Ze soucet velikosti tthla BAD a BO&D je 180°, tj. a+(90°+%7) =1
Podobné usoudime, ze podminka b) je splnéna, préaveé kdyz v + (90° + %a) = 180°. Nalezend dvojice ro
ma jediné feseni a« = v = 60°. Proto body A a C lezi kazdy na jiném ze dvou kruhovych obloukt, ze kte:
je usecku BD vidét pod thlem 60°. Na druhé strané, zvolime-li libovolny vnitini bod A jednoho z té
obloukt, 1ze na druhém oblouku vybrat bod C tak, aby ABCD byl konverni ¢tyithelnik (staci napti
trojuhelnik ABD doplnit na rovnobéznik ABCD).

Odpovéd: Hledanou mnozinu vrcholi A tvoif vnitini body dvou kruhovych oblouki, ze kterych je ts
BD vidét pod thlem 60°.

Do pokynu pro bodovdni: Pokud fteSitel nevysvétli, pro¢ kaZdy bod A nalezené mnoziny je vrche
nékterého vyhovujiciho ¢tyiihelniku ABC D, udélte nejvyse 5 bodu.



