
A47, krajské kolo

1. Č́ıslo 1 9973
n

+ 1 je dělitelné č́ıslem 3n+3 pro každé přirozené č́ıslo n. Dokažte.

Řešeńı: Tvrzeńı dokážeme indukćı podle č́ısla n. Můžeme zač́ıt od hodnoty n = 0: č́ıslo 19973
0

+ 1
je skutečně násobkem č́ısla 33 (1998 = 27 · 74). Plat́ı-li podle indukčńıho předpokladu rovnost 19973

n

+
+ 1 = 3n+3kn pro vhodné přirozené č́ıslo kn, dostaneme ze vzorce A3 + B3 = (A + B)3 − 3AB(A + B) pro
hodnoty A = 19973

n

a B = 1 následuj́ıćı vyjádřeńı:

19973
n+1

+ 1 =
(

3n+3kn

)3 − 3 · 19973
n · (3n+3kn) = 3n+4

(

32n+5k3
n − 19973

n

kn

)

.

T́ım je d̊ukaz hotov.
Dodejme, že při druhém indukčńım kroku bylo rovněž možné využ́ıt rozklad

x3
n+1

+ 1 = (x3
n

)3 + 13 = (x3
n

+ 1)(x2·3n − x3
n

+ 1)

a vysvětlit, proč pro x = 1997 je druhý činitel dělitelný třemi: č́ısla 19972·3n

a 19973
n

totiž při děleńı třemi
dávaj́ı po řadě zbytky 1 a 2.

2. V jedné řadě je postaveno n sloupk̊u dámových kamen̊u tak, že mezi každými dvěma sloupky stejné
výšky se nacháźı sloupek vyšš́ı. (Všechny kameny maj́ı shodnou výšku, některé sloupky mohou být tvořeny
i jedńım kamenem.) Nejvyšš́ı sloupek obsahuje k kamen̊u. Pro dané k určete největš́ı možnou hodnotu n.

Řešeńı: Výšku sloupku budeme udávat počtem kamen̊u, ze kterých je sloupek vytvořen. Je-li v uvažované
řadě x sloupk̊u téže výšky v, muśı v každé z x− 1 mezer mezi nimi stát nějaký sloupek výšky alespoň v + 1,
takže sloupk̊u výšky v je nejvýše o 1 v́ıce než všech sloupk̊u výšek alespoň v +1. Využijeme-li tento poznatek
postupně pro v = k, k − 1, k− 2, . . . , zjist́ıme, že sloupek maximálńı výšky k je jediný, sloupky výšky k− 1
jsou nejvýše 2 (o 1 v́ıce než 1), sloupky výšky k − 2 nejvýše 4 (o 1 v́ıce než 1 + 2), sloupk̊u výšky k − 3 je
nejvýše 8 (o 1 v́ıce než 1 + 2 + 4), . . . Tak se (formálně indukćı) ověř́ı, že sloupk̊u výšky k − j je nejvýše
2j (o 1 v́ıce než 1 + 2 + · · · + 2j−1). Sečteńım pro j = 0, 1, . . . , k − 1 dostaneme odhad pro počet n všech
sloupk̊u uvažované řady:

n ≤ 1 + 2 + 4 + · · ·+ 2k−1 = 2k − 1 .

Hodnota n = 2k − 1 je možná, konstrukce př́ıslušné řady je nasnadě: nejdř́ıve postav́ıme 1 sloupek výšky k,
pak 2 sloupky výšky k − 1, pak 4 sloupky výšky k − 2 atd. až na konec 2k−1 sloupk̊u výšky 1, a to vždy do
všech mezer mezi již postavené kameny a na oba kraje řady. Lze to vyjádřit schématem

(k) → (k−1, k, k−1) → (k−2, k−1, k−2, k, k−2, k−1, k−2) → . . . → (1, 2, 1, . . . , 1, 2, 1).

Jiné řešeńı: Indukćı vzhledem k č́ıslu k ukážeme, že hledaná největš́ı možná hodnota n, kterou
označ́ıme nk, existuje a že plat́ı rovnost nk+1 = 2nk + 1 pro každé k ≥ 1. Protože sloupek maximálńı
výšky je v každé uvažované řadě zřejmě jediný, plat́ı předevš́ım n1 = 1. Předpokládejme nyńı, že č́ıslo nk

existuje a uvažujme o libovolné řadě dané vlastnosti, v ńıž má (jediný) nejvyšš́ı sloupek výšku k +1 kamen̊u.
Tento sloupek rozděluje řadu na dvě části, které rovněž maj́ı zkoumanou vlastnost, všechny sloupky v nich
však obsahuj́ı nejvýše k kamen̊u. Proto na každou stranu od sloupku o k+1 kamenech stoj́ı nejvýše nk sloupk̊u
(přesněji: nejvýše nk′ sloupk̊u, kde k′ je druhý největš́ı počet kamen̊u v jednom sloupku celé uvažované řady;
zřejmě však nk′ ≤ nk, kdykoliv k′ ≤ k). Proto č́ıslo nk+1 existuje a plat́ı odhad nk+1 ≤ nk + nk + 1. Na
druhé straně, vezmeme-li dvě stejné řady zkoumané vlastnosti, a to právě o nk sloupćıch (z nichž nejvyšš́ı
obsahuje k kamen̊u) a postav́ıme mezi ně sloupek o k +1 kamenech, dostaneme řadu, která potvrzuje odhad
nk+1 ≥ 2nk + 1. Rovnost nk+1 = 2nk + 1 je tak dokázána.

Z rovnost́ı n1 = 1 a nk+1 = 2nk + 1 se už snadno uhodne a indukćı ověř́ı vzorec nk = 2k − 1.
Do pokyn̊u pro bodováńı: Řešeńı typu ”abych umı́stil do řady co nejv́ıce sloupk̊u, budu ji sestavovat

takto . . . ” bez vysvětleńı, proč řada o větš́ım počtu sloupk̊u neexistuje, oceňte nejvýše 4 body. Za d̊ukaz
nerovnosti n ≤ 2k − 1 (bez vysvětleńı, že rovnost je možná), udělte 5 bod̊u.
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3. V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x2 − yz =a ,

y2 − zx =a − 1 ,

z2 − xy =a + 1

s reálným parametrem a. Proveďte diskusi o počtu řešeńı.

Řešeńı: Odečteme-li od prvńı rovnice rovnici druhou a pak od třet́ı rovnice rovnici prvńı, dostaneme
rovnosti

(x − y)(x + y + z) = 1 a (z − x)(x + y + z) = 1 .

Plyne z nich, že č́ısla x − y a z − x jsou nutně r̊uzná od nuly a obě se rovnaj́ı č́ıslu s = (x + y + z)−1.
Vyjádřeńı y = x − s a z = x + s dosad́ıme do p̊uvodńı soustavy:

(∗)
x2 − (x + s)(x − s) = a ,

(x − s)2 − x(x + s) = a − 1 ,

(x + s)2 − x(x − s) = a + 1 .

Snadno zjist́ıme, že tato soustava je ekvivalentńı s dvojićı rovnic s2 = a a 3xs = 1, z ńıž jednak plyne
podmı́nka řešitelnosti a > 0 (neboť s 6= 0), jednak vyjádřeńı s = ±√

a a x = 1

3s
= ± 1

3
√

a
, takže y = x − s =

= ± 1−3a
3
√

a
a z = x + s = ± 1+3a

3
√

a
(ve všech vzorćıch plat́ı vždy stejné znaménko). Protože soustava (∗) byla

řešena ekvivalentńımi úpravami, neńı třeba provádět zkoušku.
Odpověď : Pro a ≤ 0 soustava nemá žádné řešeńı, pro a > 0 existuj́ı právě dvě řešeńı (x, y, z), a to trojice

(

1

3
√

a
,
1 − 3a

3
√

a
,
1 + 3a

3
√

a

)

a

( −1

3
√

a
,
−1 + 3a

3
√

a
,
−1 − 3a

3
√

a

)

.

Jiné řešeńı: Členy na levých stranách rovnic eliminujeme tak, že sečteme y-násobek prvńı rovnice se
z-násobkem rovnice druhé a x-násobkem rovnice třet́ı. Dostaneme tak lineárńı rovnici 0 = ay + (a − 1)z +
+ (a + 1)x. Podobně sečteńım z-násobku prvńı rovnice s x-násobkem rovnice druhé a y-násobkem rovnice
třet́ı dostaneme 0 = az + (a − 1)x + (a + 1)y. Ze źıskaných rovnic

(a + 1)x + ay + (a − 1)z = 0, (a − 1)x + (a + 1)y + az = 0

eliminujeme nejprve proměnnou z (odečteńım (a − 1)-násobku druhé rovnice od a-násobku rovnice prvńı),
výsledkem je vyjádřeńı y = (1 − 3a)x; poté podobnou eliminaćı proměnné y dospějeme k rovnosti z = (1 +
+ 3a)x. Dosad́ıme-li tato vyjádřeńı y a z do p̊uvodńıch rovnic, dostaneme soustavu

9a2x2 = a, 9a(a + 1)x2 = a + 1, 9a(a − 1)x2 = a − 1.

Ta je ekvivalentńı (bez ohledu na hodnotu parametru a) s jedinou rovnićı 9ax2 = 1. Tak dostáváme
podmı́nku řešitelnosti a > 0 a vzorce pro obě řešeńı

x = ± 1

3
√

a
, y = (1 − 3a)x = ±1 − 3a

3
√

a
, z = (1 + 3a)x = ±1 + 3a

3
√

a
.

4. V rovině, v ńıž je dána úsečka BD, najděte množinu všech vrchol̊u A konvexńıch čtyřúhelńık̊u
ABCD, pro které současně plat́ı:

a) střed OC kružnice vepsané trojúhelńıku BCD lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku ABD,
b) střed OA kružnice vepsané trojúhelńıku ABD lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku BCD.
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Řešeńı: Označme α = | 6 BAD| a γ = | 6 BCD|. Plat́ı

| 6 BOCD| = 180◦ − (| 6 OCBD| + | 6 OCDB|) =

= 180◦ − 1

2
(| 6 CBD| + | 6 CDB|) = 90◦ +

1

2
γ ,

podobně | 6 BOAD| = 90◦+ 1

2
α. Protože body A a OC lež́ı v opačných polorovinách s hraničńı př́ımkou BD, je

podmı́nka a) úlohy ekvivalentńı s t́ım, že součet velikost́ı úhl̊u BAD a BOCD je 180◦, tj. α+(90◦+ 1

2
γ) = 180◦.

Podobně usoud́ıme, že podmı́nka b) je splněna, právě když γ + (90◦ + 1

2
α) = 180◦. Nalezená dvojice rovnic

má jediné řešeńı α = γ = 60◦. Proto body A a C lež́ı každý na jiném ze dvou kruhových oblouk̊u, ze kterých
je úsečku BD vidět pod úhlem 60◦. Na druhé straně, zvoĺıme-li libovolný vnitřńı bod A jednoho z těchto
oblouk̊u, lze na druhém oblouku vybrat bod C tak, aby ABCD byl konvexńı čtyřúhelńık (stač́ı např́ıklad
trojúhelńık ABD doplnit na rovnoběžńık ABCD).

Odpověď : Hledanou množinu vrchol̊u A tvoř́ı vnitřńı body dvou kruhových oblouk̊u, ze kterých je úsečku
BD vidět pod úhlem 60◦.

Do pokyn̊u pro bodováńı: Pokud řešitel nevysvětĺı, proč každý bod A nalezené množiny je vrcholem
některého vyhovuj́ıćıho čtyřúhelńıku ABCD, udělte nejvýše 5 bod̊u.
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