47. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 1. kola kategorie B

. V oboru realnych ¢isel feSte soustavu rovnic

Ty = ax + ay,
Tz = 2x + 2z,
yz = 3y + 3z,

kde a je redlny parametr. Provedte diskusi o po¢tu feSeni vzhledem k parametru a.

. Popiste konstrukci trojahelniku ABC, v némz pii obvyklém oznadceni plati t, = 9cm,
t, = 12cm a 3c = 2¢..
. Je dana ¢tvercova tabulka 3 x 3 pfirozenych ¢isel, v niz je soucin vSech ¢isel v kazdém
radku, v kazdém sloupci i na obou thloptickich roven ¢islu s.
a) DokaZte, Ze ¢islo s je tfeti mocninou p¥irozeného ¢isla.
b) Pokud je jedno z rohovych ¢isel tabulky rovno 1, je soufet vSech ¢ty¥ rohovych
¢isel druhou mocninou prirozeného ¢isla. Dokazte.

. V daném ostrothlém trojihelniku ABC ozna¢me Ay, By paty vySek z vrcholi A, B.
Urcete velikosti jeho vnitinich thli pti vrcholech B a C| je-li velikost ithlu BAC rovna
40° a jsou-li poloméry kruznic vepsanych trojuhelnikim A;B,C a ABC v poméru
1:2.

I1. kolo kategorie B se kona
v utery 31. bifezna 1998

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutéZzici méli na feseni iloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mize soutézici ziskat
6 bodt, uspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred zah4jenim soutéze.



47. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie B

1. Z druhé a tfeti rovnice, které upravime do tvaru
z(z —2) = 2z, y(z — 3) = 3z,
plyne podminka z ¢ {2,3} a vyjad¥eni

2z 3z

- = . 1
T=——, y="3 (1)

Jejich dosazenim do prvni rovnice soustavy dostaneme

622 _ 2az + 3az
(z—2)(2—3) 2—-2 2z-3

a po upraveé
z((6 — 5a)z + 12a) = 0.

Odtud plyne, Ze je bud z = 0 (pak = = y = 0), nebo (za pfedpokladu a # )

12a
z2=—,
S5a — 6
odkud podle (1) dostdvame FeSeni
12a 12a 12a
rT=——, y= , z= . (2)
a+6 6—a da — 6

Pfitom podminka z ¢ {2,3} je ekvivalentni podmince a ¢ {—6,6}. Navic si v§imnéme,
7e pro a = 0 dava (2) feSeni z = y = z = 0. Toto FeSeni zfejmé soustavé vyhovuje pi¥i
libovolném redlném a.
Zdvér. Pro a € {—6,0,% 6} ma soustava jediné feSeni x = y = z = 0, pro zbyvajici
. » ¥y B J =Yy = =uUp yvaj
redlnd a ma soustava navic i nenulové FeSeni (2).

Jiné teSeni. Trojice z = y = z = 0 je TeSenim dané soustavy. Z druhé a tieti rovnice
plyne, Ze pokud je jedno z Cisel z, y, z rovno nule, jsou nulova i zbyvajici dvé. Proto dale
predpokladejme, 7ze xyz # 0. Pak nutné i a # 0. Soustavu piepiSeme do tvaru

1 1 1 1 1 1 1 1 1

= 5 = 5 =

a x y 2 x z 3 y 2z

1 11
To je soustava linedrni vzhledem k nezndmym —, —, —. Snadno najdeme jeji (jediné) FeSeni
xy 2z

1 1 1 1 1 1 1 )

272 y- 27w 2T 2
Odtud ur¢ime trojici
12a 12a 12a

) ’ 2= 3
a+6 Y 6—a 5a — 6 (3)
kterd je feSenim, pokud a ¢ {—6,6, g )

Zavér. Pro a € {-6,0, 2,6} mé soustava jediné feSeni x = y = z = 0; pro ostatni
hodnoty a ma soustava i druhé feseni (3).

Za Uplné reseni tlohy udélte 6 boddi.



Ve

minky 3c = 2t. plyne 5t. = c. Plati tedy |SA| = |SB| = |ST| = c. To znamené, Ze bod S

je stfedem kruznice opsané trojuhelniku ABT, kterd je Thaletovou kruZnici sestrojenou
nad priameérem AB. Plati proto | AT B| = 90°. Odtud jiz bezprostiedné plyne konstrukce:
Nejprve podle véty sus sestrojime trojuhelnik ABT, v némZ plati

2 2
|AT| = gta = GCH]., ‘BT‘ = gtb =8cm a |qATB‘ = 900,

a dale uz snadno sestrojime trojuhelnik ABC.
Uloha mé4 pravé jedno Feeni.

Za Uplné feSeni a sestrojeni trojuhelniku ABC udélte 6 bodd.

3. Uvazujme ¢tvercovou tabulku 3 x 3 (obr. 1) splitujici podminky tlohy.

al|lb|ec

dl|le|f

g | h| i
Obr.1

a) Z tabulky je patrné, Ze pro uvazovany soucin s plati

_ (aci)(def)(gec) _ s
(adg)(cfi)
Cislo s je tedy t¥eti mocninou piirozeného &isla e, které je umisténo uprostied tabulky.

b) Bez ijmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze a = 1 (oto¢enim tabulky o 90° nebo
0 180° se uvazované vlastnosti tabulky nezméni). Vzhledem k vysledku ¢asti a) ze soucinu

2 € v v o7
a ¢ = —. Ze soufinu ¢isel v tfetim

9

¢isel na obou thloptickach zjistime, Ze musi byt i = e

oy Y € Sy < s . g Y .
rfadku pak dostaneme, ze h = —, a ze souc¢inu ¢isel v tfetim sloupci f = =. Protoze h i f
e

jsou prirozena ¢isla, musi byt e = g, a proto také h = f = 1. Uvazovana 5
¢tvercova tabulka je tedy typové shodnd s tabulkou na obr. 2. Odtud plyne, Lje” | e
ze soucet vSech Ctyt Cisel v jejich rohovych polich je 2l el 1
at+c+gt+i=1l+e+e+e=(1+e)? e |1]é?
coZ je druhd mocnina piirozeného ¢isla. Tim je diikaz hotov. Obr. 2

Za Gplné feseni udélte 6 bodd, pfitom za dikaz ¢asti a) maximalné 2 body.

4. Oznafme «, (3, v velikosti vnit¥nich thld trojihelniku ABC. Paty vysek A; a B
(obr. 3) lezi na Thaletové kruznici s primérem AB, ¢tyithelnik ABA; By je tedy tétivovy
a pro jeho protéjsi thly plati |[SCAB|+ |<BA;B;| = 180°. Je tudiz |4 B1A;1C| = «, takze
trojuhelniky ABC a A1 B;,C jsou podobné podle véty uu.



Oznacime-li g a p; poloméry kruznic vepsanych po fadé trojihelnikim ABC a A, B,C,
plyne ze zminéné podobnosti

[BC|  |AC] o 2

cosy =

takze v = 60°. Vzhledem k tomu, Ze a = 40°, dostavame konec¢né 3 = 80°.

Tim je tloha vyTeSena.
Za tplné vyteseni tlohy udélte 6 bodu, pfitom za dikaz podobnosti podob- C
nosti trojuhelnikt ABC a A;B1C dejte 3 body.

By

Obr. 3



