47. ro¢énik matematické olympiady

Ulohy 11. kola kategorie C

. Ze t¥i riznych nenulovych ¢islic jsme sestavili vSech Sest moznych trojcifernych ¢isel.
Tato cisla jsme seradili od nejvétsiho po nejmensi. Zjistili jsme, Ze ¢tvrté ¢islo v této
fadé je aritmetickym prumeérem prvniho a patého cisla. Z kterych cislic byla cisla
sestavena? Zjistéte vSechny moznosti.

. Je dan rovnoramenny pravouhly trojihelnik ABC' s preponou AB. Najdéte vSechny
body X tohoto trojihelniku s nasledujici vlastnosti: Vedeme-li bodem X primku rov-
nobéznou s AB a primku kolmou na AB, vytne na nich trojihelnik ABC' dvé shodné
usecky.

. Najdéte vSechna kladna ¢isla x, pro ktera je mezi deseti ¢isly
2], [22], [32], [4=], [5z], [62], [7x], [8z], [9], [10z]

pravé devét riuznych. Symbol [a] je celd ¢ast redlného ¢isla a, tj. celé €islo, pro které
plati [a] £ a < [a] + 1. Napiiklad [3,7] = 3, [4] = 4.

. Najdéte vSechny lichob&Zniky ABC D se zékladnami AB a C'D, pro které plati: |AB| =
=6cm, [CD|=4cm a

|BC|+da =|AD|+dp = |AB| + v,

kde v znaci vysku lichobézniku, d 4 vzdalenost bodu A od pfimky BC a dg vzdalenost
bodu B od pifimky AD.

II. kolo kategorie C se kona
v utery 31. bifezna 1998

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutéZici méli na feseni iloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mize soutézici ziskat
6 bodi, tspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim soutéze.



47. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie C

1. Oznacme hledané ¢islice a < b < c¢. Potom uvedenych Sest ¢isel bylo sefazenych
takto:
cba > cab > bca > bac > acb > abc.

Protoze

—  cba + ach
bac:T,

dostaneme po rozepsani dekadickych zapisi a tpraveé
4c + 3a = Tb, neboli 4(c—b) = 3(b—a).

Odtud plyne, ze ¢ — b je délitelné tfemi. ProtoZe 0 < ¢ — b < 9, mohou nastat dva pripady:
ec—b=3b—a=4.0dtudb=a+4ac=a+7, a=<2 Uloha ma dvé feSeni: a = 1,
b=5,c=8,anehoa=2,b=6,c=09.
e c—b=6,b—a=8. Odtud ¢ = a + 14, coz pro cislice a, ¢ nemiize platit.
Cisla byla sestavena z &islic 1, 5, 8, anebo 2, 6, 9.

Za uplné Feseni je 6 bodd.

2. Oznacme D stifed strany AB. Predpokladejme nejprve, Zze bod X lezi uvnit¥
trojihelniku BC'D nebo na jeho hranici. K bodu X sestrojme odpovidajici tsecky po-
psané v tloze a jejich koncové body oznatme P, Q, Y, Z (obr.1). Trojihelnik QXY je
zfejmé pravothly a rovnoramenny, tedy |XY| = |XQ|. Aby bylo |YZ| = |PQ|, musi
byt |ZX| = |XP|, tedy trojthelnik ZX P musi byt rovnéz pravouhly a rovnoramenny.
V tom pripadé je také ZP || BC. Ozna¢me déle U patu kolmice z bodu X na AC. Zfejmé
2|UP| = 2|XU| = V2| XP| = |ZP| = |PA|. M4-li tedy bod X mit poZadovanou vlastnost,
musi byt

XU| 1
\UA| 3’
Tim je jednozna¢né urcéen uhel X AC, proto vSechny vyhovujici body v trojihelniku BC'D
lezi na p¥imce. Jeji prisecik s BC je ziejmé bod E takovy, ze 2|CE| = |EB|. Oznac¢me
dale F prisecik ptimky FA s vyskou CD.

—_

C1lG@G 2 A
Obr. 2




Obdobnou uvahou pro trojihelnik AC'D zjistime, Ze v tomto trojuhelniku mohou
vyhovovat jen body patfici Gseéce F'G, kde G je takovy bod strany AC, ze 2|CG| = |GA|
(obr. 2).

Ukézeme, Ze naopak kazdy bod X lomené ¢ary EF'G ma pozadovanou vlastnost: Pro
libovolny bod X € EF (pfipad X € FG je obdobny) sta¢i podle pfedchoziho dokazat
rovnost | X P| = |XZ|, kde body Z € AB a P € AC jsou stejné jako pfedtim takové, Ze
XP || AB, XZ 1 AB. Pro kolmy primét U bodu X na stranu AC' a pro kolmy priumét V'
bodu P na stranu AB plati |[XU| = 1|UA|, proto je |XP| = v2|UP| = 3V2|AP| =
=|PV|=|XZ|.

Za Uplné feseni je 6 bodt, 4 body dejte za nalezeni mnoziny bodd X, 2 body za dtikaz, ze kazdy bod
nalezené mnoziny ma pozadovanou vlastnost.

3. Nejdfive uvazime, 7e © < 1. Pro ¢ = 1 totiz plati (k + 1)z 2 kz + 1, odkud
[(k+1)x] > [kz], takZe [z] < [2z] < ... < [10z] je deset riznych ¢isel. Pokud je 0 < z < 1,
je [x] = 0. Z nerovnosti kz < (k+ 1)z < kx + 1 pro kazdé pfirozené ¢&islo k vyplyva, ze
bud [(k + 1)z] = [kz], anebo [(k + 1)z| = [kz] + 1. Proto se v dané fadé deseti ¢isel musi
vyskytovat pravé devét po sobé jdoucich celych nezadpornych ¢isel. To znamend, ze posledni
Cislo v fadé je pravé o 8 vétsi nez prvni (rovné nule), tedy

[102] = 8. (1)

Obrécené kazdé feSeni = rovnice (1) vyhovuje podmince tlohy, nebot nutné x < 1, takze
7adné z ¢isel 0,1,2,...,8 nemuiZe ve zkoumané fadé chybét. Rovnici (1) vyhovuji pravé
ta z, pro néz 8 < 10z < 9, neboli 2 < z < 5. Refenim tlohy je tedy interval (3, -).
Jiné resSeni. Hledame ta x > 0, pro kterd v fadé nerovnosti

(@] < [20] < [32] < ... < [104]
nastane pravé jedna rovnost. Necht tedy pro nékteré n € {1,2,...,9} plati
] <[2z] < ...<[nz]=[(n+1)z] <[(n+2)z] < ... < [10x].

7 vypsané rovnosti vyplyva, ze x < 1, a proto musi byt naSe fada tvofena po sobé jdoucimi
celymi ¢isly poc¢inaje nulou. To je ekvivalentni s nerovnostmi

k-1
(i) k>kx§k—1,tedy1>x§Tpr0k6{1,2,...,n};

—1 —2
(ii) k—1>kx§k—2,tedyk7>:c§k7prok6{n+1,...,10}.

n—1
Vsechny nerovnosti v (i) jsou splnény, pravé kdyz plati 1 > x =2 ——, a v8echny
n
D ey " . . 8 4 : .
nerovnosti v (ii) jsou splnény, pravé kdyz 1 > 2 0= 5 To je mozné jen tehdy,

4
> 5 tedy kdyZ n = 5. Pro takova n ale plati

.. n
je-li
n+1




) n—1 n 4 ..
takZe FeSenim soustavy nerovnic 1 > x 2> , > x 2 — pron = 5 je interval
n n+1 )
n-1l _n Pro n = 5,6,7,8,9 tak dostdvame intervaly (%, 2), (3,2) (8, 5);
n 7n+1 — Y O y 56/ \6°7/)* -2 \9° 10/
jejich sjednocenim je interval <%, 1—90), coz je mnozina vSech hledanych .

Za Uplné Feseni je 6 bodd, z toho 2 body za ivahu vedouci ke zjisténi, ze x < 1.

4. LichobéZnik se zdkladnami a, ¢ a rameny b, d existuje a je jediny, pravé kdyz
existuje trojthelnik se stranami |a — ¢|, b a d (obr. 3).

A c a—c B

Obr. 3

VSimnéme si trojihelniku ABC. Protoze pro jeho vysky na strany BC a AB plati
VAB = U, vgo = d4, je dle predpokladu

|BC| + v = |AB| +vaB.

Na zékladé vysledku 2. tlohy domdciho kola tedy plati |AB| = |BC| nebo |[<ABC| = 90°.
Analogicky v trojuhelniku ABD dostaneme |AD| = |AB| nebo |[<DAB| = 90°. Proto musi
nastat jeden ze Ctyt pripadii:
1. |[YABC| = |[<DAB| =90°.
Potom by ale ABC'D nebyl lichobéZnik.
2. |AB| = |BC| = |AD| =6cm.
Protoze |CD| = 4 cm, existuje takovy lichobéznik ABCD praveé jeden, nebot existuje
trojuhelnik se stranami délek 6 cm, 6 cm, 2 cm.
3. |AB| = |BC| = 6cm; |[<DAB]| = 90°.
Protoze |CD| = 4cm, tak |[AD| = 1/62 — (6 — 4)2 cm = v/32 cm. Takovyto lichob&7nik
existuje pravé jeden, nebot existuje trojuhelnik se stranami 2 cm, 6 cm, v/32 cm.
4. |AB| = |AD| =6cm; |[<ABC| = 90°.
Je to analogicky pfipad jako 3 (vyménime ramena AD a BC).
Dané tloze vyhovuji pravé tri lichobézniky uvedené v bodech 2, 3, 4.

Za plné feseni je 6 bodt.



