47. roCnik matematické olympiady, lll. kolo kategorie A

Uherské Hradisté 22.—25. brezna 1998

MA@

1. V oboru kladnych redlnych ¢isel feSte rovnici
z- [z [z-[z]]] = 88,

kde [a] je celd ¢ast redlného &isla a, tj. celé &islo, pro které plati [a] £ a < [a] + 1.
Napftiklad [3,7] = 3 a [6] = 6. (J. Simsa)

Reseni. Je-li 0 < z < 3, je leva strana rovnice mensi nez 3* = 81, naopak pro z > 4 je

nejménd 4* = 256. Proto nutné [z] = 3; pro takovd z FeSime rovnmici z - [z - [3z]] = 88.

Protoze x = 3, plati [3z] 2 9; kdybychom pfipustili, Ze [3xz] = 10, dostali bychom odhad

z - [z-[3z]] 2 3-3-10 = 90. Proto nutnd [3z] = 9 a déle fesime rovnici z - [9z] = 88 za

predpokladu 9 < 3z < 10, neboli 27 £ 9z < 30. Pro 9z < 28 vychazi z - [9z] < % <27 = 84,

pro 9z 2 29 zase x - [9z] = % 29 > 90, takze [9z] = 28; tehdy z rovnice x - [9z] = 88 plyne
88 _

konetné x = 53 = % Protoze pro nalezené ¢islo x plati

1= (2] =5 =[] <o =[] -

jde skuteéné o (jediné) FeSeni.

2. Dokazte, Ze z libovolnych ¢trnacti riznych pfirozenych ¢isel 1ze pro nékteré ¢islo k (1 <
< k £ 7) vybrat dvé disjunktni k-prvkové podmnoziny {a1,as,...,ar} a {b1,ba,...,bx}
tak, aby se soucty

1 1 1 1 1 1
A=—4+—+...+— a B=—+4—+...+—
ar  az ak b1 b2 bi

navzajem liSily o méné& nez 0,001, tj. aby platilo |[A — B| < 0,001. (J. Simsa)

14
Reseni. Uvazujme vsech ( 7) = 3432 souctu

1 1 1
S=—+—+...+—,
T i) T7

kde 1 < z9 < ... < x7 je libovolna sedmice vybrana z danych ¢trnacti prirozenych ¢isel. Pro

kazdy z téchto souctu S plati odhady

o<s<iyli plooplililog
=12 7 4757

1



takZe se jedna o 3432 (ne nutné ruznych) ¢isel z otevieného intervalu (0, 3). Proto se nékteré
dva z uvazovanych souctt lisi o méné nez 0,001; vylouc¢ime-li z obou prisluSnych sedmic
pripadné spole¢né prvky, zmensi se oba souéty o tutéz hodnotu (takZe se jejich rozdil nezméni)
a v kazdé skupiné zistane stejny (nenulovy, nebot §lo o dvé rizné sedmice) pocet prvki. Tim
je tvrzeni ulohy dokézano.

3. Do daného ¢tyisténu ABCD je vepsana koule. Jeji ¢tyfi teéné roviny, které jsou se sté-
nami ¢tyrsténu rovnobézné, z néj odtinaji ¢tyri mensi ¢tyrstény. Dokazte, Ze soucet délek
vSech 24 jejich hran je roven dvojnasobku souc¢tu délek hran celého c¢tyisténu ABCD.

(P. Leischner)

Reseni. Ozna¢me p polomér vepsané koule a v4, vg, vc, vp té- A

lesové vysky daného ¢tyfsténu (s indexy podle vrcholi, ze kterych M
vychézeji). Odtaty ¢tyistén AK LM (obr.1) je stejnolehly podle ! D
stfedu A s celym ¢tyrsténem ABC D. Soucty délek jejich hran jsou

proto ve stejném poméru jako jejich télesové vysky ze spolecného K

vrcholu A, tedy v poméru (v4 — 2p) : v4, nebot 2p je vzdalenost

rovin KLM a BCD (jsou totiz rovnobézné a obé se dotykaji a0

vepsané koule). Stejnou ivahu miZeme zopakovat pro ostatni t¥i
odtaté ¢tyfstény. Nasi illohou je proto dokézat rovnost B

Vg — 2 v — 2 v — 2 vp — 2 Obr. 1
A Q_|_ B Q_|_ C Q_|_ D Q:Q,
VA VB (Ve UpD

ktera je ekvivalentni s rovnosti

1 1 1 1
o —+—+—+—)=1
VA VB Vo VD

K tomu ndm pomuze nasledujici ivaha o objemu V a povrchu S ¢tyisténu ABCD. Piedné
S=84+ S+ Sc+ Sp (kde Sx znali obsah té stény, jeZ neobsahuje vrchol X)), dale

1 1 1 1
V = —S = —S = —S = —S
3PAVA = 3OBUB = 300UC = 35DVD
s 1 y . .
a konecné V = gQS . Podle téchto vzorci plati

S

sV T3y T3y Ty

Q(%+£+%+%):3V(SA Sp Sc S[)):l

a tim je cely dikaz hotov.

4. Do vyrazu
mésic

den —rok

dosazujeme libovolné datum letosniho roku (1998) a poté zjiStujeme nejvétsi mocninu
¢isla 3, ktera déli vysledné &islo. Napi. pro 21. duben vychdzi ¢islo 21 —1 998 = 192483 =
= 33 .7129, coZ je ndsobek mocniny 32, ne viak mocniny 3%. Zjistéte viechny dny, pro
které je odpovidajici mocnina nejvétsi. (R. Kollar)



Reseni. ProtoZe 1998 = 33(3 - 24 + 2), je zkoumany rozdil d™ — 1998 délitelny &islem 3%
(o jinou situaci se ani nemusime starat), pravé kdyZ je i mocnina d™ tvaru

d™ = 3*(3k + 2) (1)
pro vhodné celé ¢islo k. Odtud pfedné vyplyva, Ze 3 | d a Ze exponent m je liché ¢islo mensi
ne7 4; zarovenn vSak m # 1, nebot zadné ¢islo d € {1,2,...,31} neni tvaru pravé strany (1).

Proto nutné m = 3; pak ale z (1) plyne, Ze 32 { d, tudi? d = 3(3n 4 1) pro vhodné znaménko
a nékteré celé ¢islo n. Dosazenim dostaneme

d™ —1998 = (In+3)® —3%(3-24+2) =330 £3°n? + 3%n+1 -3 .24 — 2]
Snadno nahlédneme, Ze hodnota vyrazu v hranaté zavorce je délitelnd tfemi jen pri varianté
se znaménkem minus, ani tehdy v8ak neni délitelnd deviti (je totiZ tvaru 9N —3-25). Hledana
nejvétsi mocnina je proto 3* a odpovid4 pravé t&m bieznovym (m = 3) dntm, které maji
poradové ¢islo tvaru d = 3(3n — 1), tedy 6., 15. a 24. bfeznu.

5. Ve vnéjsi oblasti kruznice k je dan bod A. VSechny lichobé&Zniky, které jsou do kruZnice k
vepsany tak, Ze jejich prodlouzena ramena se protinaji v bodé A, maji spole¢ny prisecik
uhlopficek. DokaZte. (P. Leischner)

Reseni. Zakladny KL a M N kaZdého z uvazovanych lichobéz- A
nika K LM N jsou dvé rovnobézné tétivy kruznice k, takze maji
spole¢nou osu soumeérnosti. Na ni lezi stted S kruznice k, stiedy
P a @ zédkladen KL a M N, prusecik U uhlopricek KM a LN
i prusecik A prodlouZenych ramen (tedy polopfimek) KN a LM
(obr. 2). Protoze polopfimka AS na volbé lichobé&zniku K LM N
nezavisi, sta¢i dokazat, Ze na ném nezavisi ani délka tsecky AU.
Vyjadiime ji nejprve pomoci délek p = |AP| a ¢ = |AQ| (ukaze
se, ze je jejich harmonickym primérem). Délky |PU| a |QU|
snadno vypocteme z dvojice rovnic

[PUl _ |KL| _p
PU|+|QU|=p—q a = ==
puirie QU ~ MN| g
(rovnosti poméri plynou z podobnosti AKLU ~ AMNU
a AKLA ~ ANMA). Vyjde ndm

|PU“:ﬂp—® . |(;)U‘:q(p—q)
p+q

Y

Obr. 2
a proto
AU| = 14Q| + 1QU| = g + W0 _ 2P
p+q p+q
Nyni sem dosadime p = |AK|cosp a ¢ = |AN|cos p, kde p = |[J PAK]|, a p¥i ndsledné tpravé
vyuzijeme toho, Ze

|AK| + |AN| = 2|AR| = 2|AS]| cos ¢,
kde R je stied tétivy K N. Dostaneme tak
AU = 2pq _ 2|AK|-|AN|cos? ¢ _ |AK| - |AN|
p+q (JAK|+ |AN]|)cosy |AS|
Zbyva vyuzit mocnost bodu A k dané kruznici k(S,r): soufin |AK|-|AN]| je roven rozdilu

|AS|? — r%, tedy na volbé& lichob&Zniku KLMN nezéavisi. Nezavislost veli¢iny |AU| je tak
dokézana.




6. Necht a, b, ¢ jsou kladnd ¢isla. Dokazte, Ze trojihelnik o stranich a, b, ¢ existuje, pravé
kdyz soustava rovnic

+i=—, Z+Z=— T4

z
Yy T T z Yy Yy

NI

a 2z x b x y
x

ma v oboru redlnych ¢isel feSeni. (P. Cernek, J. Zhouf)
Reseni. Prava strana prvnf rovnice ma stejné znaménko jako nezndmé z (# 0), levé strana
jako soucin yz (# 0). Libovolné feSeni (x,y, z) dané soustavy proto splituje podminku

xyz > 0. (1)

Jak vime, kladné ¢isla a, b, ¢ tvori strany nékterého trojihelniku, pravé kdyz je kladné kazdé
ze tii Cisel
a+b—c, a+c—b, b+c—a. (2)

Je-li (z,y, z) FeSeni dané soustavy, pak
z z oz T 2x
a+b—c=x<y+—> —i—y(——i——) —z(——i—y) = —y,
z oy Tz y z
coz je podle (1) ¢islo kladné; analogicky zjistime, Ze

2 2
a+c—b:ﬁ>0 a b+c—a:£>0.
Yy x

V druhé €asti feSeni naopak predpokladejme, Ze kazdé z &isel (2) je kladné, a najdéme
vSechna FeSeni dané soustavy (i kdyZ by stacilo uvést FeSeni jedno). Pomohou ndm pii tom
predchozi vypocty, podle kterych musi napriklad platit

2 2
(a—l—b—c)(a+c—b):ﬁ~ﬁ:4x2.
z oy

Tato a dalsi dvé analogické rovnosti vedou k vyjadreni

x:€2—1\/(a+b—c)(a+c—b)
y:€2—2\/(a+b—c)(b+c—a) : (3)

z= 52—3\/(a+c—b)(b+c—a)

kde g; = +1 pro i € {1,2,3}, pfitom e1e2e3 = 1 podle (1). Takové trojice (e1,e2,€3) jsou
zfejmé pravé Ctyfi; podle (3) tak dostavame Cty¥i trojice (x,y, z). PFimym dosazenim a ru-
tinnim vypoctem ovérime, Ze jsou to skutecné feSeni zadané soustavy.



