48. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie A

1. Najdete nejmenst prirozen€ cislo, které lze dostat doplnénim zdavorek do
vYrazu
15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2.

RESEN{. Af rozmistime v daném vyjrazu zavorky jakkoli, dostaneme po
upravé zlomek, v jehoz Citateli bude ¢islo 15, zatimco ve jmenovateli bude 14
a soulin zbylych &isel z mnoziny S = {2,3,...,13}, kterd nejsou v &itateli.

15
14-13-12-...-2°

Snadno nahlédneme, Ze pro libovolnou podmnozinu P = {ay,az,...,ar} C
C S, Q = {akt1,0kt2,-..,a13} = S\ P, umime v daném vyrazu rozmistit
zévorky tak, aby vyslo ¢islo

Pokud z&dnou zavorku nedoplnime, vyjde

15 a1as...ag

—_
14 Ap4+1Qk42 ... A13

oa 15 _
resp. ¢islo ik pokud P = 0.

Protoze 15! = 211 .35 .53 .72.11 13, mtZeme kazdy podil, ktery lze
popsanym zpusobem dostat, vyjadfit ve tvaru

202 . 3% .
282 .30s . (1)
kde ag + 02 = 11, a3+ (83 = 6, ... . Nejmensi ptirozené ¢islo, které lze vyjadrit

ve tvaru (1), je 2-5-11-13, protoze uvedené prvocinitele vystupuji v rozkladu
¢isla 15! s lichymi mocninami. A ponévadz

15-13-12-11-10-8-7-3

2-5-11-13 =
14-9-6-5-4-2
- 14 9 4
13-12-11-10 = 87 '6'5'§

=15:(14:13:12:11:10): (9:8:7):6:5:(4:3) : 2,
je ¢islo 14300 =2 -5 11 - 13 feSenim tlohy.

1



NAVODNA ULOHA:
Zaci by si viak méli uvédomit, co se stane, kdy#* do daného vyrazu umisti jednu dvojici
zavorek, napf.

15:14:13:(11:...:8):7:6:5:4:3:2=
B 15 _15.10-9-8
1413 Ao 7.6.5.4.3.2  14-13-11-7’

tj. z kazdé takové dvojice zavorek se prvni délenec objevi ve jmenovateli, zatimco zby-
vajici délitelé se presunou do itatele vysledného zlomku.

2. Najdéte véechna kladnd ¢isla k, pro néz plati: Ze vsech trojuhelniki ABC,
v nichZ |AB| = 5¢m a |AC| : |BC| = k, md nejvétsi obsah trojuhelnik
TOUNOTAMENNY.

RESENf. Pro & = 1 uvedené charakterizaci vyhovuje libovolny rovno-
ramenny trojihelnik s danou zdkladnou AB a libovolné velkou vySkou na
stranu AB. Mezi nimi zfejmé neexistuje trojahelnik s nejvétsim obsahem.

Pfedpoklddejme dale, Ze je k > 1 (jinak FeSime stejnou Glohu, v ni%
prohodime A a B). Na pfimce AB existuji dva rtizné body Cj, Cs, pro
|ACy| _ |AGq
|BCi| — |BGy
|AC| : |BC| = k, lezi na Apolloni-
ové kruznici sestrojené nad priamé-
rem C1Cy (obr.1). Odtud je zfejmé,
7e trojuhelnik ABC bude mit nej-
vétsi obsah pro vrchol C' ve stfedu
oblouku C;Cs (v libovolné z poloro-
vin uréenych p¥imkou AB). Za pfed-
pokladu £ > 1 pro takto zvoleny Obr. 1
bod C plati |[AC| > |BC| a také
|AC| > |AS| > |AB|, takze troj-
thelnik ABC bude rovnoramenny, pravé kdyZ bude |AB| = |BC|. Odtud se-
stavime rovnici pro odpovidajici hodnotu k.

Pro body C}, Cs predevsim plati

které plati = k. V8echny body C' v roviné, pro které plati

ko

G =3

1
|AB], |AC,| = k—+1|AB|7

takZe z rovnosti |[ACy| = |AB| + |BCs| a |C1Cs| = |BCy| + |BCs| vychézi

1 2k
|BCs| = -— 4B, [C1Ce| = 15— 4B,



Jesté spocteme

k 1 1
[BS| = [ISCi| = |BCi|| = | 5 — 755 || ABI = 7145
a
2 2 2 2 2 1+k2

Odtud vychézi rovnice
1+k>=k*—2k*>+1, neboli k*(k*—3)=0,

kterd m4 jediné kladné feSeni k = /3.
Uloze vyhovuji dvé kladn &isla k, k= v/3 a k = 1//3.
JiNE: RESENS. Z¥ejm& k # 1 (pro k = 1 maximum neexistuje). Obé &isla k

1
ay zkoumanou vlastnost zaroveii bud maji, nebo ne. Pfedpokladejme tedy (bez

(jmy na obecnosti), Zze k > 1 je pevné. Oznacme ¢

Co patu vysky z vrcholu C a z = |ACy| (obr. 2).

Pro dané z spocitame zavislost v = v(x), najdeme

maximum této funkce a nakonec se podivame, pro v

které k > 1 tomuto extrému odpovida rovnora-

menny trojuhelnik. .

Ziejmé je A r Co B
Obr. 2

|AC|2 = 22 + 02, |BCP* = (z—c)? +%, (1)
takze podminka |AC| = k|BC| je ekvivalentni rovnosti
2’ +v° =k ((z — ¢)® + %),
neboli po Gpravé
2k2c k22
Ro1" TR o1

Jak vime, nabyva nalezend kvadratickd funkce maxima pro

v? = —2? +

k%c

$=ﬁ>

C

a té odpovid4d maximélni hodnota

ke
Umax = .
k2 -1
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Protoze vyslo > ¢, znamend to, ze |AC| > ¢, takZe trojihelnik ABC
miZe byt rovnoramenny, jediné kdyZ |BC| = |BA| = ¢. Dosazenim do druhé
rovnosti v (1) dostaneme

Ke 2+ K Ak +1)
o1 ) TEo10zT ko120

takZe po Gpravé mame pro ¢t = k> kvadratickou rovnici
t+1=(t—1)%

kterd mé jediny kladny kofen t = 3, odtud k = /3. Zavér je stejny jako
v pfedchozim feSeni.
NAVODNE ULOHY:
1. V trojahelniku ABC' oznac¢me M prisecik osy vnitfniho Ghlu pfi vrcholu C
se stranou AB. Potom je |[AM|: |BM| = |AC| : |BC|. DokaZte.
2. DokaZte analogické tvrzeni i pro osu vnéjsiho thlu.

3. Sestrojte trojthelnik, v ném¥ je dno ¢, v a a : b. [S. Hordk: KruZnice. SMM
sv. 16.]

3. Pro kterd celd ¢isla a je mazimum i minimum funkce

122 — 12ax
- 22436

cel€ ¢islo?

RESEN{. Budeme zjistovat obor hodnot uvedené funkce, tj. pro kterd s
existuje aspon jedno x takové, ze

_122% — 12az

V="

Jednoduchou Gpravou dostaneme rovnici
(s — 12)2? + 12az + 365 = 0, (1)

kterd je kvadratickd, pokud s # 12. Z rovnice plyne, Ze s = 12 patii do oboru
hodnot, jen kdyz ax = 36, tedy jen kdyz a # 0. Pro a = 0 dostaneme pro x

L 365 . ‘ v
rovnici 22 = 157 2 DiZ vychézi pro s nerovnost 0 £ s < 12, takze obor
5 —

hodnot nemé maximum.




Piedpokladejme proto, Ze a # 0.V tomto pFipadé je rovnice (1) kvadraticka
a redlné ¢islo s patti do oboru hodnot funkce y, pravé kdyz jeji diskriminant

D =12%a® — 4-36s(s — 12) = 12%(a® — s* + 125) (1)
bude nezaporny, tj. pravé kdyz

6 —v36+a2<s<6+36+a’.

Tim jsme ur¢ili maximum a minimum dané funkce. Pokud to maji byt cel4 ¢isla,
musi pro vhodné pfirozené &slo b platit 36 + a? = b2, tedy (b— a)(b+ a) = 36.
7 kazdého rozkladu ¢isla 36 na souéin dvou pfirozenych ciniteld 36 = mn
dostaneme a = 2(m—n), b = 3(m+n), coz jsou celd &sla, jen kdyz m a n maji
stejnou paritu (m = n (mod 2)), a protoze a # 0, vyhovuje jeding 36 = 2 - 18,

odkud b =10, a = £8.

4. Oznaéme 7(k) pocet vsech kladnych déliteli pFirozeného disla k a necht
éislo n je feSenim rovnice 7(1,6n) = 1,67(n). Urdete hodnotu podilu
7(0,16n) : 7(n).

RESEN{. Jestlize rozklad &isla n na prvoéinitele je n = ﬁ it kdepy, ...,k
jsou riznd prvocisla a si, . .., s, nezdporna cel ¢isla, platizzio pocet jeho klad-
nych déliteld 7(n) = ﬁ (si+1). Jestlize n = 2%5°n' kde 8 = 1 an' je nesoudélné
s 2 -5, muZeme danozuziovnici prepsat jako

8
(a +4)87(n') = Z(a+1)(6+ D)7 (n’),
coz po upravé da rovnici

36(c—4) +8(a + 1) = 38(a — 4) + 8(c — 4) + 40 = (35 + 8)(cx — 4) + 40 = 0.

Odtud vychézi, ze
(36 + 8)(4 —a) =40 =1 - 40.

Ovsem vzhledem k tomu, Ze 33 + 8 = 11 a &islo 33 + 8 dava pii déleni tfemi
zbytek 2, vyhovuje ze vSech rozkladd ¢isla 40 na soucin jediné

33+8=20, 4—a=2,

tedy a =2, 3=4,n=22.5%"



Pro podil 7(0,16n) : 7(n) tak vychézi

(sn) _ 7245 _5-3

4
7(n) T(22-5%) 3.5

NAVODNE ULOHY:
1. Dokaite, Ze 7(n) je tzv. multiplikativni funkce, tj. Ze pro nesoudélna pfirozena
&sla ni, ny plati 7(n1 - na) = 7(n1)7(n2).

Eal

2. Odvodte vzoregek 7(n) = [] (s; + 1) pro polet dé&litelt &isla n.

=

5. Dokazte, Ze erxistuje trojuhelnik ABC, v némz pri obvyklém znaceni plati
obé pythagorejské rovnosti t2 +t2 = t2 a v2 4+ v = v2. Ddle ukazte, Ze pro
vniting thly takového trojuhelniku plati |o — 8| = 90° a cosy = %\/3

RESEN{. Pro velikosti téZnic t,, tp, t. trojihelniku ABC plati rovnost
2 _ 1o 2 2
t“:Z(% + 2¢* — a?) (1)

a dalsi dvé, které dostaneme cyklickou zdménou. S jejich pomoci zjistime, ze
prvni z danych rovnosti je ekvivalentni rovnosti

a® 4+ b* = 562 (2)

Podobné ze vzorcia S = av, = bvy = cv, pro obsah S trojihelniku ABC
dostaneme, ze druh§ rovnost je ekvivalentni rovnosti

1 1 1 .
o + EiL neboli  c?(a? + b?) = a?b%. (3)

Pro ¢ = 1 tak dostavame soustavu rovnic a® + b% = 5, a?b?> = 5. Cisla a2,
b? jsou tedy kofeny kvadratické rovnice t2 —5t+5 = 0. Ta m4 dva riizné kladné

kofeny, proto
{07} = {3(5+V5),5(5-V5)}. (4)

Ukazeme, Ze pro odpovidajici hodnoty a, b a ¢ = 1 plati trojahelnikové
nerovnosti. Protoze ab = /5, je

(a+0)2 =(a®+b*)+2ab=5+2V5>1=¢
(a—b)? =(a®>+b*) —2ab=5—-2v5<1=¢?,

tj- la—bl <ec<la+b|



Tim je existence trojihelniku ABC prokizéana (je jediny az na podobnost
a symetrii A <> B).

Pro jednoduchost dalsich vypoctt polozme i nadéle ¢ = 1. Z kosinové véty
a ze vzorce (2) vypodteme

2421 4 2
@t L N
2ab 2v5 5

Podobné mtzeme vypodist i hodnoty cos a a cos 8. S vyuzitim rovnosti (2)
a (3) vyjde

cosy =

cos o — 1+b?—a®> 142 —(a® +b?) —b—g
N 2b B 2b b
1+a? -0 142a%— (a®2+1?) 2

cosf3 = = =a-— =,
2a 2a a

a protoze |a? — b?| = /5, je jasné, ze pravé jedno z &isel cos a, cos (3 je zaporné
(jeden z Ghlid a, S je tupy). Pfitom

4 4 . 1
cosla=—=+b—4=-a2 4+ —4=1-=-d?

b2 5 5

4 4 1
25 2 _ 49 2 _ 2
cos ﬁ——a2+a _4_3b +a —4—1—gb,

takZe cos® a+cos? 3 = 1, odkud plyne sin a = |cos 3| a sin 3 = |cos a|. Vzhledem
k nerovnosti cos acos 3 < 0 to znamené, ze

cos(a — ) = cosacos B + sinasin 3 = 0,

tedy a — 0 = 90°.

Pokud se rozhodneme rovnou vyuZit spo¢tené hodnoty (4) (kdyZ budeme
pfedpokladat, Ze a > b, bude cos a < 0), vyjde po chvilce pocitani

5-V5 5445
10 10

COS2 o =

o0s? 3

odkud uz je vidét, ze cos? a + cos? 3 = 1.

NAVODNE ULOHY:
1. Odvodte rovnost (1). [Napiste kosinovou v&tu pro stranu c v trojahelniku
ABC a pro stranu t, v trojuhelniku ABAg (Ao je st¥ed strany BC.]
2. Napiste kvadratickou rovnici, znate-li soucet jejich kofentd a soucet jejich
druhych mocnin. [Jsou-li @, 3 oba kofeny, je af = %[(a +8)? — (a? + B2)],
hledan4 rovnice je 22 — (a + B)z + a8 = 0.]



6. Z papiru byl slepen model Ctyrsténu, jehoZ kaZdé dvé protilehlé hrany jsou
shodné. Rozhodnéte, zda mizeme model rozriznout podél ti usecek tak, aby
ho pak bylo mozZno rozvinout do roviny a vznikl pfitom obdélnik. Existuji
pro pravidelny ctyrstén dva uvaZované zpusoby roziezani, pri michz vznik-
nou neshodné obdélniky?

RESEN{. Nejprve si uvédomime, Ze &tyfstén nelze rozvinout do roviny, ne-
bude-li néktery z vrcholt krajnim bodem jedné z tsecek. Protoze Ctyfstén mé
celkem ¢tyfi vrcholy, musi jedna ze tii Gsecek obsahovat dva z vrchola, tedy
Gtyfstén musime roziiznout podle jedné z jeho hran.

Rozebereme postupné nékolik moznosti, jak zvolit dalsi dvé asecky. Ale
jesté predtim si uvédomime, ze Ctyistén ABCD,
jehoz protilehlé hrany jsou shodné, m4a navzjem

!
shodné stény tvorené ostroihlym trojahelnikem. B B
To je vidét, kdyz sklopime dvé jeho sousedni stény |

(napf. ty se spolenou hranou AC) do roviny :
(obr. 3). Je totiz jasné, 7e délka tisecky BD neni A
nikdy mens§i nez vzdalenost kolmych priméta By, D
Dy vrcholt B, D na pfimku AC — nejvétsi bu- c

de, pokud stény sklopime do opa¢nych polorovin Obr. 3

uréenych piimkou AC, a nejmensi, pokud je sklo-

pime do téZe poloroviny. Pokud by tedy byl napi. thel BAC pravy nebo tupy,

bylo by ve étyfsténu, pro jehoz hrany plati |AD| = |BC| a |AB| = |CD|, vidy

|BD| > |AC.

Predpoklddejme, ze jsme étyfstén ABCD roziizli podél hrany AB.

1. Rozfiznéme &étyistén ABC D podél sousedni hrany BC'. ProtoZe thel pii
vrcholu B v trojihelniku ABC je ostry, nemtuZzeme po dal§im fezu a piipadném
rozvinuti do roviny nikdy dostat pravothelnik.

2. Roziiznéme ¢tyistén ABCD podél protilehlé hrany CD. Je jasné, Ze
tfeti Gisecka musi vychazet z jednoho z vrcholti, protoze jinak se ndm nepodaii
okoli 7zaddného z vrcholi rozvinout do roviny. Pokud ted ¢étyfstén roziizneme
podél dalsi hrany, dostaneme sice jeho sit, kterou tvofi rovnob&znik (obr.4),
ale protoze dvé z téchto tii hran jsou sousedni, nemize to byt pravoihelnik
(viz 1). Vedeme-li v8ak fez feknéme z vrcholu D na hranu AB (jinak trojhrany
pfi vrcholech A a B neuvolnime, obr.5) a bude-li zaroveh use¢ka DX fezu
vyskou ve sténé AB D, dostaneme po rozvinuti do roviny obdélnik, jak je zifejmé,
zakreslime-li fez do pivodni sité (obr. 6).

3. Pokud rozfizneme jediné hranu AB, musi z kazdého ze zbyvajicich vr-
choli C, D vychézet jedna z Gsefek Fezu. Probereme-li jednotlivé moZnosti,
snadno zjistime, Ze se nam podafi uvazovany Ctyfstén rozvinout jediné tehdy,
budou-li konéit oba fezy na hrané AB. A protoZe chceme po rozvinuti dostat
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Dy C D,

Obr. 4

D, C D,

B B X A B, X,
Obr. 5 Obr. 6

obdélnik, mizeme pfedpokladat, ze CX i DY jsou st&nové vysky (obr. 7). Po-
tom |BX| = |AY| a |BY| = |AX| a po rozvinuti pak skuteéné dostaneme
obdélnik (obr. 8) sloZeny ze dvou shodnych stén ACD, BC'D se spole¢nou hra-
nou CD a z pravouhlych trojahelniki ADY, ACX, BCX, BDY se shodnymi

odvésnami CX a DY.

Ziskali jsme dva zpusoby, jak dany ¢tyfstén roziiznout tak, ze po rozvinuti
do roviny vznikne obdélnik. Pfitom je zfejmé, ze oba vzniklé obdélniky budou
shodné, pravé kdyz pro vysku CX trojihelniku ABC plati |CX| = |AB|. Pro-
toze v pfipadé rovnostranného trojihelniku je |CX| < |AB|, dostaneme pro

pravidelny ¢tyfstén dva neshodné obdélniky.
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A

Y

A B

Y D Ys

X x

Obr.7 Obr. 8

NAVODNE ULOHY:

1.

Existuje téleso, jehoZ siti je
a) rovnostranny trojthelnik,
b) &tverec?
[F. Kufina: Umén{ vidét v matematice, str. 229.]

. Existuje celkem 11 neshodnych siti téZe krychle. Nakreslete je.
. List tvaru obdélniku 1,5cm X 4 cm rozfezte podél jedné lomené Eary na dva

dily tak, aby jimi bylo moZné obalit krychli o hrané délky 1cm.

. Cty¥stén, jehoZ protilehlé hrany jsou shodné, ma navzidjem shodné stény

tvofené ostroihlym trojihelnikem. Dokazte. [S. Hordk: Mnohostény. SMM
sv. 27.]

. Zkuste dokézat, Ze pro velikosti sténovych thli pfi spoleéném vrcholu libo-

volného &tyrsténu plati trojihelnikova nerovnost.

. Na zékladé predchoziho tvrzeni dokaZte, Ze sténa Ctyisténu, jehoZ protilehlé

hrany jsou shodné, je ostrothly trojahelnik.

. Existuje ¢ty¥stén, jehoZ sit je tvorena &tyimi shodnymi trojahelniky uréenymi

stfednimi p¥i¢kami daného tupothlého trojuhelniku?
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