48. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie C

1. Je ddno étyimistné Gislo (v desitkové soustavé). Zménou potadi jeho éislic
lze sestavit praveé osm dalsich ¢tyrmistnych cisel. Soucet nejmensich tii ze
vsech techto deviti cisel je 12 528. Urcete cislice daného ¢isla.

RESEN{. Nejprve zjistime, kolik étyicifernych &isel je mozné sestavit z pevnd
zvolené ¢tverice ¢islic. V dalgich Gvahach budeme nenulové cifry znaéit malymi
pismeny. Rzn4 pismena nikdy neoznacuji tutéz ¢islici, symbol 0 znadéi nulu.

Ctvefice &islic a, a, a, a a a, 0, 0, 0 uréuji kazd4 jen jedno &tytciferné &slo,
cifry a, a, a, 0 tfi: a aa0, a a0a, a 0aa. Z &islic a, a, a, b (a # b) je mozné sestavit
pouze Ctyfi Ctyfcifernd ¢&isla: a aab, a aba, a baa, baaa.

Z cifer a, a, 0, 0 sestavime jen tii ¢isla a @00, a 0a0, a00a. Pro cifry a, a,
b, b (a # b) méme celkem Zest moZnosti: a abb, a bad, abba, baab, baba, bbaa.
To je potad malo.

Cislice a, a, b, 0 uréuji pravé devét &isel: aab0, aalb, aba0, abla, aOab,
a0ba, baa0,bala,b0aa. Analogickym postupem zjistime, Ze vySetfovani dalsich
moznosti jiz k poétu 9 nevede. Prehled v8ech moznych vysledkd je uveden
v nasledujici tabulce.

Typ |a000|aaaa|aaal|aaab|aal0|aabb|aab0|abil|aabc|abcO |abed
Pocet | 1 1 3 4 3 6 9 6 12 | 18 | 24

Dané ¢islo mé tedy cifry a, a, b, 0, kde a, b jsou rizné nenulové Eislice.
Rozlisme dvé situace a zapiSme v kazdé z nich pisemné s¢itani tii nejmen-
§ich Cisel:

I. a<b II. a>b
aOab b0aa

a 0ba bala

a aQb baal
12528 12528

V ptipadé I je z levych dvou sloupci ziejmé, ze a = 4, a z pravého sloupce
obdrzime 2b 4+ 4 = 8 nebo 2b + 4 = 18. Podmince a < b vyhovuje jen b = 7.
Snadno se presvédéime, Ze cifry a = 4 a b = 7 jsou feSenim tlohy.

Ve II. pfipadé je z pravych dvou sloupci vidét, ze ¢islo 2a mé posledni
Cislici 8 a zaroven 2 nebo 1. To vSak neni mozné.



Jind moznost vyreSeni situace I: Naznaceny soucet mlZeme prepsat ve
tvaru 3000a + 100a + 10(a + b) + a + 2b = 12528. Upravou snadno zjistime,

28 — 4b
7e a = 4+ o037 " Z podminky, Ze posledni zlomek je celé &islo k, vyjde
1037k
b=7- — a = 4 + k. Je zfejmé, ze a, b budou ¢islice jen pro k = 0.

Analogicky lze postupovat i v ptipadé II.
Zgveér: Cislice hledaného &isla jsou 4, 4, 7 a 0.

NAVODNE ULOHY:
1. Urlete poclet vSech &tyfmistnych &isel, jejichZ zapisy obsahuji
a) dvé dvojky a dvé pétky,
b) jednu nulu, jednu trojku a dv& dvojky,
c) jednu pé&tku, jednu sedmicku a dvé& dvojky,
d) pravé po jedné z &islic 0, 2, 3, 4.

2. Ctyfmistné &islo ABC'D je druhou mocninou jiného p¥irozeného &sla. Zname
jen jeho treti Cislici C = 0. Déale o ném vime, ze A = B+ D. Které je to Cislo?
[9801, viz Novovesky, KriZalkovi¢, Lecko: Zabavna matematika, al. 5.17.]

3. Nahradte pismena &islicemi: RE + MI = FA, DO+ SI = MI, LA+ SI =
= SOL. [DOREM IFASOL = 40275683109, L.P. Mocalov: Hlavolamy,
al. 1.36.]

4. Urcete Cislice a, b tak, aby Cislo, jeZ je v desitkové soustavé zapsano ve tvaru
a 0b5, bylo druhou mocninou pfirozeného &isla. [39. roé. MO, C-S-2.]

2. V obdélniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oblouk AC kruznice, jejiz stred
leZi na stran€ AB, proting stranu CD v bodé M. Dokazte, Ze piimky AM
a BD jsou navzdjem kolmée.

RESENI. Ozna¢me S stfed dané kruZnice a « velikost Ghlu CAB, o < 45°
(obr.1). Pak také |4 SAC| = |4 SCA| = a, nebot trojahelnik ASC je rovnora-
menny. Jeho vnéjsi thel BSC ma tedy velikost 2. Trojihelnik M SC je rovnéz
rovnoramenny, a proto soumérny podle osy zakladny M C'. Obrazem thlu BSC
v této soumérnosti je thel ASM, jehoz velikost je tudiz také 2a. Z rovno-
ramenného trojahelniku ASM pak mame [SBAM| = |[$SAM| = (180° —
— 2a) = 90° — a a odtud je jiz kolmost pfimek AM a BD zfejmd, nebot
|[<ABD| = |XCAB| = a.

JINE RESEN{. Ve shodé& s obr. 2. ozna¢me AFE primér dané kruZnice a N
patu kolmice z bodu M na pfimku AB. Z vlastnosti obdélniku ANMD a ze
symetrie vzhledem k ose strany AF plyne |DM| = |AN| = |BE]| a navic jsou
useCky DM a BE rovnobéZzné. Proto je BEM D rovnobéznik. Pf¥imka BD je
tedy rovnobézné s ptimkou M E, kter4 je kolma na pfimku AM podle Thaletovy
véty.

NAVODNE ULOHY:
1. Vypoditejte velikosti vSech hld, které sviraji pfimky uréené dvojicemi vr-
chold pravidelného pétithelniku.
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2. Sestrojte trojahelnik ABC, je-li dano

3. Zjistéte,

RESENI.

a) a, B, m=b—a >0,

b) va, B, m=b—a>0.
[Navod: a) Nalrtn&te trojihelnik a na tseéce AC zvolte bod D tak, aby
|CD| = a. Pak vypo¢itejte velikosti thldé ACB, BDC, BDA a sestrojte
nejprve trojihelnik ABD. Ulohu lze fesit také vyuZitim podobnosti. b) Na
polopfimce C B zvolte bod D tak, aby |C'D| = b, sestrojte nejprve trojihelnik
ABD.)

. Sestrojte lichobéZnik ABCD, jsou-li dany délky jeho zakladen AB, CD a

uhlopfi¢ek AC, BD. [VyuZijte trojuhelnik s délkami stran |AB|+|CD|, |AC],
|BD|.]

. ABHK, BCGH a CEFG jsou shodné ¢tverce, z nichZ Zadné dva se nepre-

kryvaji. DokaZte, Ze plati |[YABK|+ |{ACK|+ |XAEK| = 90°. [F. Kufina:
Uméni vidét v matematice, pfiklad 60.]

zda je cislo 191998 4 981999 (delitelné deviti.

Polozme = = a + b, kde a = 19199® a b = 981999 Ziejmé plati

a=19"9% = (18 + 1)'9%® = (18 + 1)(18 + 1) ... (18 + 1).

Kdybychom nyni vSechny zévorky posledniho vyrazu bez dalich Gprav
roznasobili, byly by vSechny ¢leny souctu délitelné osmnéacti az na ¢len, ktery
je roven soudinu v8ech jednicek. Proto je a = 18m + 1, kde m € N. Analogicky

zjistime, Ze

b=981999 = (99 — 1)1999 = (99 — 1)(99 —1)...(99 — 1)

a odtud b =

99n — 1 pro vhodné n € N, nebot celkovy podet uzavorkovanych

Ciniteld na pravé strané je lichy.
Cislo z = 18m + 1 +99n — 1 = 9(2m + 11n) je délitelné deviti.

NAVODNA ULOHA:

Necht m,
sedmi:

n jsou libovolna prirozena ¢isla. DokaZte, Ze nasledujici Cisla jsou délitelna

a) 19982-19912,b) (Tm+1)2+(7Tn—1)3,c) 8™ 4132711 d) 8™ —132" e) 50™ —176™.



4. Adam a Bohou$ se zucastnili turnaje hraného systémem kazdy s kaZdym
jednou, v némz kaZdy hrd¢ meél odehrdt denné prdvée jeden zdpas. Adam
a Bohous vsak onemocneli a jako jedini medokoncili turnaj. Bohous od-
stoupil o pét dni diive nez Adam. Celkem se odehrdlo 350 zdpasi. Kolik
zapasu odehrdal Adam? Hrdl s Bohousem?

RESEN{. Kazdy den byli hraéi rozdéleni do dvojic, v nichZ méli sehrat sviij
zapas. Pocet v8ech hrac¢h byl tedy sudy, oznacme jej 2n. Denné se mélo odehrat
n zapasl, turnaj byl napldnovan na 2n — 1 dni. Pfedpoklddejme, Ze Adam
odstoupil d dni pfed koncem turnaje a Bohous d + 5 dni ptfed koncem.

Pokud se Adam s BohouSem spolu utkali, odpadlo kvili jejich nemoci
z plivodné pldnovanych n(2n—1) utkani tolik zapast, kolik jich oba neodehrali,
tj. celkem 2d + 5. Pokud spolu nehréli, odpadlo jen 2d + 4 zipasi. Podle toho
plati bud

n(2n —1) = 355+ 2d, nebo n(2n —1)= 354+ 2d.

Z rovnic plyne jednak odhad 2n? > 354, ale také n(2n — 5) < 344, nebot
podle vyznamu &isla d plati d + 5 £ 2n — 1. Z prvni nerovnosti tak vyjde
n > 13, ze druhé n < 15 (pro n 2 15 je n(2n — 5) 2 375). Proto nutné n = 14.
Zaroven vidime, ze leva strana kazdé z obou pfedchozich rovnic je pro n = 14
sud4, takze muze platit jen druh4 z nich. Z ni vypoc¢teme d = 12. Turnaj tedy
trval 2n — 1 = 27 dni a Adam odstoupil 12 dni pfed koncem turnaje, odehral
15 zépast a s BohouSem nehral.

NAVODNE ULOHY:

1. Urcete pocet vSech tuhlopfic¢ek konvexniho n-tihelniku.

2. Letecka spoleénost zajistuje lety mezi kazdymi dvéma z nékolika velkych
maést. (Lety z A do B az B do A povaZujeme za riizné.) P¥iSti rok chce pfibrat
jesté nékolik mést, a tak zvysit pocet letd o 76. Pro kolik mést zajistuje lety
a o kolik mést se ma tento podet piisti rok zvysit? [Letos n mést, pfibude
k mést, pak n(n — 1) + 76 = (n + k)(n + k — 1). Odtud k(k +2n — 1) = 76,
k=4an=8nebok=1an=238]

3. Jarda napsal na tabuli étyfi pfirozend &isla. Soulet prvnich dvou byl 707,
souCet druhého a tfetiho byl 700, t¥etiho a Ctvrtého 689. Urcete

a) soucet prvniho a &vrtého &isla,
b) nejmen3i moZnou hodnotu prvniho é&isla. [37. ro&. MO, C-II-1]

4. Ve volejbalovém turnaji se utkalo n 2 3 druZstev. DokaZte, %e existuje takové
druZstvo A, Ze ke kaZdému jinému druZstvu B najdeme tfeti druZstvo C
tak, Ze ve vzadjemnych zapasech druZstev A, B, C vyhralo A aspoil jednou
a druZstvo B nejvySe jednou. [37. ro&. MO, C-I-5]

5. Je ddn trojihelnik ABC, v némz |XBAC| = 150°, |AB| =4c¢m a |AC| =
= 6 cm. Sestrojte trojuhelnik dvojndsobného obsahu, jehoZ dvé strany jsou
shodné s nékterymi dvéma stranami trojuhelniku ABC. Najdéte vsechna
resent.



RESEN{. Trojthelnik ABC snadno sestrojime a tim konstrukéné uréime
jeho vysky i délky vSech stran. Hledany trojihelnik ozna¢me LM N. Pfi shod-
nych zdkladnach obou trojahelniki jsou vysky pfislu§né témto zakladndm v po-
méru jejich obsahd, tj. 2 : 1. Trojdhelnik LM N je uréen délkami m, n stran
LN, LM, které jsou shodné s nékterymi dvéma stranami daného trojihelniku,
a vyskou v,,. Pfehled vSech moZnosti udévéa néasledujici tabulka (je t¥eba si
uvédomit, ze kazda z ostatnich situaci vede na trojihelnik shodny s nékterym

pfedchozim):

I | II |III
m| a b c
Um | 204 | 203 | 20,
n| b c | a

Konstrukei trojihelniku LM N naznacuje obr. 3. Nejprve sestrojime tisecku

NL délky m. Zbyvajici vrchol M je bodem priniku
kruznice k(L,n) a pfimky p rovnobé&zné s ptimkou NL
ve vzdalenosti v,,. Pritom stadi uvazovat feSeni jen
v jedné poloroviné urcené piimkou NL. Podle poétu
bodl tohoto priniku mtze mit kazdé ze situaci I az III
obecné 2, 1 nebo zadné (uvazujeme jen neshodnd) fese-
ni. To predstavuje az 6 neshodnych trojuhelnikd K LM.
Ve skutecnosti je jich pro dané ¢&iselné zadani jen pét.
Plati totiz 2v, = 2bsin 150° = ¢, a proto se v piipadé II
kruznice k pfimky p jen dotkne.

Vsechna feSeni jsou piehledné sestrojena na obr. 4.
Jsou to trojuhelniky CBD, CBE, ACF, BAG a BAH.

NAVODNE ULOHY:

k(L,n)
M
|
|
|
| Um
|
|
™
m L
Obr. 3

1. Je dan rovnostranny trojahelnik ABC se stranou délky a. Sestrojte trojahel-

nik poloviéniho obsahu, jehoZ dvé strany maji délku a.

2. K danému pravoihlému trojihelniku o odvésnach délek a, b sestrojte rovno-
stranny trojahelnik téhoZ obsahu. [J. Polédk: P¥ehled st¥edoSkolské matema-

tiky, tloha 28.9.]

6. Pro libovolnou dvojici redlngjch cisel a, b splnugjici vztah a +b =1 plati

Va2 +a+1+Vb2+b+1>2.

Jsou-li navic ¢isla a, b nezdapornd, plati takée

Va2 +a+14+ Vb2 +b+1<3.

Ob¢e turzeni dokazte.

(1)

(2)



Nejprve je nutné ovétit, zda jsou dané vyrazy definovany pro vSechna re-
4ln4 &isla a, b. Stadi dokdzat, Ze pro kazdé redlné u je vyraz U = u? + u + 1
nezaporny.

1. zpusob:
1 1\2 1\2 1\2 3
— 249, N (2 _ L 2
U=u*+2 2u+(2> (2> +1 (u+2> +4
Odtud vidime, Ze je dokonce
9 3
U=u +u+1§1, (3)

protoze druhd mocnina redlného vyrazu je vzdy nezdporna.
2. zpiisob: Pro u 2 0 je ziejmé vyraz U kladny. Je-li u < 0, je

U>uw+u+l4+u=(u+1)220.

3. zpiisob: Piedstavme si rovnost U = u? +u+ 1 jako kvadratickou rovnici
u?+u+ (1 —U) =0 s parametrem U. Tento vztah je splnén pro n&jaké redlné
u, jen kdyZ je p¥isludny diskriminant nezdporny, tj. 1 —4(1 —U) 2 0, a odtud
U23.

=1



4. zpiisob: Upravou na tvar U = u(u + 1) + 1 a substituci u = s — 3 (viz
téz prvni pomocnou tilohu) mame U = (s — 1)(s + 1) + 1 = s2 + 2, coz vede
na odhad (3).

Daéle asi tesitelé budou zkouset vyraz

V=va+a+1l+Vb2+b+1 (4)

upravovat, aby jej mohli odhadnout. Jak asi budou postupovat? Uvedeme né-
které moznosti:
I. Dosazenim b =1 — a do (3) dostaneme

V=va+a+1++a2—3a+3. (5)

Tim jsme se ovSem k cili moc nepfiblizili. Zkusme je$té obé strany rov-
nosti (5) umocnit:

V2=a2+a2—2a+1+3+2\/a2+a+1\/a2—3a+3=
=a’+ (a—1)%+3+2Va* — 2a3 + a® + 3.

Vyraz pod odmocninou se da jesté po vytknuti a z prvnich tii ¢lenti upra-
vit, takZe dostaneme

V2=340d’4(a—1)> +2/3 + a%(a — 1)2 (6)

I1. Rovnost (4) umocnime pfimo a pfi dalich Gpravach opakované nahra-
zujeme soucty a + b jednickami:

VZ=0a?> 40> +3+2/a2b2 +abla+b+1)+a2+b02+a+b+1=

=34+a®>+2V3+a2b2 + b, (7)

Dikaz nerovnosti (1).

1. RESENT (bez umociovani vyrazu V): Jsou-li a, b nezaporné, je V > v/1+
+ /1 = 2. Jestlize je b < 0, pak musi byt a > 1. Polozme tedy na pravé strané
vztahu (4) a = 1 a druhou odmocninu odhadn&me pomoci (3). Dostaneme tak

siln&jsi odhad, nez se pozaduje: V > /3 + \/g =3/3>3.
2. RESENf. KdyZ uvazime, Ze druh& mocnina kazdého redlného cisla je

nezapornd, odhadneme z (6), ze V2 > 3 + 21/3 > 4, a po odmocnéni vyjde, ze
vV >2.



3. RESENI. Ze vztahu (7) vidime, ze
V2 >3+ (a® +2Va2Vi? + %) =
=3+ (Va2 + V)" =3+ (| + o)* 2 4,
atedy V > 2.
Diikaz nerovnosti (2).
1. RESEN{. Protoze a, b jsou nezdporné a nemiize byt a = b = 0, plati
V<va+2a+1+V2+2b+1=(a+1)+(b+1)=3.

2. RESEN{. Z podminky a+b = 1 pro neziporna ¢isla a, b madme 0 £ a £ 1,
0 £ b £ 1 ahodnotu vyrazu V mtzeme odhadnout dosazenim a = b = 1 do (7):
V2 <34+1+42/4+1=09, takze V < 3.

3. RESEN{. P#i odhadu miZeme riznym zptisobem uplatnit uZitené ne-
rovnosti ze &tvrté pomocné Glohy. Zvolime-li napiiklad m = a? +a + 1
an=>0b>+0b+1, dostavame

m+n=(a?+b")+(a+b)+2=1—-2ab+3=4—2ab <4,
kde vztah

a?+b%>=1-—2ab
pouzity pfi Gpravé jsme ziskali umocnénim podminky a + b = 1. Podle nerov-
nosti b) ze 4. pomocné tlohy pak je

V=vm+vn<y/2(m+n) V8 <3.

NAVODNE ULOHY:

1. DokaZte, Ze ze vSech pravothelnikd s obvodem 40cm ma nejvétsi obsah
&tverec. [Je-li délka jedné strany pravo- D 10 C
thelniku a = 10 + z, pak délka druhé je
b=10—x a obsah S = 100 — z2 je nejvétsi T L
pro x = 0. Jinak: Z obr.5 pfimo vidime, M 7
%e pfi prechodu od é&tverce ABCD k ob- |
délniku AK LM ubereme vétsi plochu, nez |
pfidame. MitiZzeme pfidat tkol: Pro kterou |
hodnotu z je pfidand plocha x(10 —z) nej- 10 z
vEtsi?] A B K

2. Urcete nejvétsi nebo nejmensi hodnoty vy-
razu y(:r:g a pfislu$né hodnoty z: a) y = Obr.5
=4-22b)y=3+@+22% c)y=22-224+7,d) y=22+z+1,
e) y =10 + 3z — z2.

3. DokaZte, Ze pro libovolna redlna &isla m, n plati

vm?2 +vVn2 =|m|+ |n| 2 m+n.

4. DokaZte, Ze pro libovolna nezdporna &isla m, n plati

a) vimn < L(m+n) S \/5(m? +n2),

b) Vim ++/n < \/20m ¥ n).

Kdy nastava rovnost?




