48. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni ¢asti I. kola kategorie A

1. Dokaite, Ze existuje ostrothly trojihelnik ABC, jehoZ téZnice z vrcholi A a B jsou
po fadé shodné se stranami AC' a AB.

2. V roviné jsou dany dva rizné body A a B. Najdéte vSechna redlna ¢isla k > 1, pro néz
plati: Ze vSech trojuhelniki ABC, v nichz |AC| : |BC| = k, nejvétsi mozny vnitini
thel pFi vrcholu A ma trojihelnik rovnoramenny.

3. Ukazte, ze pro kazdé prirozené c¢islo n je soucin

(1-D (-3 a-5)~(-3)

celé ¢islo.

Skolni — klauzurni &ast I. kola kategorie a se kon
v utery 8. prosince 1998

tak, aby zacala dopoledne a aby soutéZici méli na feSeni uloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodu, uspésnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



48. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh skolni &ésti I kola kategorie A

1. Z rovnosti t, = b, t, = ¢ podle zndmych vzorcu pro velikosti téznic

b2 +c2 a2 a?+c2 b2
t, = ~2 A = .
2 4 2 4

dostaneme po umocnéni a jednoduché tupraveé

2¢2 — 202 — a2 =0,
—2¢2 — b2 +2a% =0.

Se¢tenim vyjde a? = 3b? a dosazenim do jedné z rovnic 2¢? = 5b%. Ob& rovnosti t, = b,
t, = c tedy plati zaroven, pravé kdyz a? : b% : ¢2 = 6 : 2 : 5. Trojthelnik o stranich
V6,v/2,1/5 zfejmé existuje a je ostrouhly, nebot 6 < 2 + 5.

Za uplné feseni je 6 bodu.

2. Predpokladejme, Ze ¢islo k > 1 je pevné. Zvolime-li v roviné tsecku AB, vrcholy C
vSech uvazovanych trojihelniki ABC zaplni Apolloniovu kruZnici w v8ech bodu X s vlast-
nosti |AX|: |BX| = k. Uhel BAC bude maximélni, pravé kdy? primka AC bude tecnou
této kruznice w (a bod C bude jeji bod dotyku).

Popisme polohu krajnich bodia U, V toho primeéru kruznice w, jenz lezi na primce
AB: bod U je vnitifnim bodem tusecky AB, bod V vnitfnim bodem polopfimky opacné
k poloprfimce BA, pricemz pochopitelné plati

|AU| : |BU| = |AV|: |BV| = k.
Odtud se snadno pomoci délky ¢ = |AB| uréi, ze

kc kc
AV| = .
e & A=

|AU| =

Bod C na kruznici w je bodem dotyku teény vedené bodem A k této kruznici, pravé kdyz
plati (mocnost bodu ke kruZnici) rovnost |[AC|? = |AU| - |AV|, z ni% po dosazeni za |AU|
a |AV| dostaneme

k2c?
b = |AC|? =
Ak = E<
2 _ 2 _ |AC|? _ c?
a® = |BC|* = EER T
Odtud snadno vidime, 7e a? + ¢ = b?, takZe trojuhelnik ABC s maximalnim thlem

u vrcholu A je pravouhly (s pfeponou AC). To plati pro kazdé k > 1.

Jiné feSeni. Do kosinové véty a2 = b? + c? — 2bccos a dosadime b = ka a vyjadiime

7 ni cos a:
cos (k* —1)a? +c* (k> —1)a L€
o= = )
2kac 2ke 2ka




Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem dvou c¢isel plati

(k2 —-1a ¢ >2\/(k:2—1)a c k2 —1
a = 2kc 2ka ko7

ke 2k -

takZe cos o 2 cos ag, neboli o < ag, kde ag je ostry thel uréeny rovnosti

k2 —1
o

cos ag =

Maximalni hodnota a = a se dosdhne, kdyz se obé primeérovand ¢isla rovnaji, tedy kdyz

2 _
(K —Da_ ¢ i ceaVi—L

2kc 2ka’

ProtoZe navic b = ka, zjiStujeme, Ze nejvétsi thel o mé ten z uvazovanych trojihelniku
ABC, pro jehoz strany plati

a®+c* = a* + (k* — 1)a® = k%a® = b%.
Vidime, Ze pro kazdé k > 1 se jedna o pravotihly trojihelnik (s pfeponou AC).
Za plné feseni je 6 bodu.

2
3. Cinitel 4 — z muZzeme pro libovolné k, 1 < k < n, upravit na tvar

_202k—1) _ 2k(2k—1)

4_2
k k B k? ’

takze pro uvazovany soucin plati

li[(4__> li[ 2k—1_(s;;)!!:<2:),

coz je celé cislo.

Za plné feseni je 6 bodu.



