48. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni ¢asti I. kola kategorie B

1. Na hfisti je méné nez 500 déti. Pritom pocet procent chlapci ze vSech déti se rovna
poctu vSech dévcat. Kolik chlapcti a kolik dévéat je na hfisti? Najdéte vSechny moz-
nosti.

2. V trojihelniku ABC zname a = |BC|, polomér p kruznice vepsané a polomér g,
kruznice vné pripsané strané BC'. Dokazte, ze vzdalenost stfedit obou kruznic se rovna

Va2 + (ea — 0)%

3. Kvadraticka rovnice 22 —35x+334 = 0, jejiz koeficienty jsou zapsany v &iselné soustavé
o zékladu z (z 2 6), m4a dva rizné realné koteny. Urlete z a oba koFeny.

Skolni — klauzurni &ast I. kola kategorie B se kona
v utery 26.ledna 1999

tak, aby zacala dopoledne a aby soutéZzici méli na feSeni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodi, tspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred zah4jenim soutéze.



48. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh skolni ¢asti I. kola kategorie B

1. OznaCme po fadé ¢, d pocCet chlapci a divek na hfisti. Potom plati
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Jelikoz c je celé nezaporné ¢islo, musi byt 100 — d kladnym délitelem ¢isla 10 000, tj. vyraz
100 — d mize nabyvat pouze hodnot: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50, 80. Navic ale podle
zadani musi byt splnéna podminka ¢ + d < 500, tedy

10000
100 —d

< 600,

odkud plyne 100 — d > 16. Pro hodnoty 100 — d rovné 20, 25, 40, 50, 80 tak dostaneme
postupné vSechna FeSeni

(¢, d) = (320,80), (225,75), (90,60), (50,50), (5,20).

Za uplné feseni je 6 bodd, z toho 1 bod za sestaveni rovnice, nejvyse 3 body za tvahy vedouci k poznatku,
Ze &islo 100 — d déli ¢&islo 10000, 2 body za nasledné uréeni viech dvojic (c,d).

2. OznaCme podle obr.1 odpovidajici tseky tecen k obéma vepsanym kruZnicim

Obr. 1

|AT| = |AR| = =z, |BT| = |BS| = y, |BU| = |BV| = z. Navic jesté plati |[CR| = |CS]|,
|CW| = |CV|, takze

|AW| = |AR| + |RC| + |CW| = |AR| + |RC| + |CS| + |SV| =
=z+2|CS|+y—=z



a zaroven

|[AW| =|AU|=z+y+ =.
Je tedy |CS| = z a také

a=|CB|=z+y=|TU| =|0OP|.

7 pravouhlého trojuhelniku OPO, podle Pythagorovy véty pak plyne

004] = VIOP]? +[PO,|? = /a? + (0a — 0)*,

coz bylo dokazati.

Za Gplné Yeseni je 6 bodd. Za diikaz vztahu |TU| = a dejte 4 body. Pokud fefitel pfijde na to, Ze se
kol redukuje na dtkaz rovnosti |[TU| = a, tu ale nedokdze, udélte 2 body. Zbyvajici vypolet pouzitim
Pythagorovy véty ocente 2 body.

3. Dand rovnice
2 — (3z+5)z+ (322 +324+4) =0

mé dva rizné redlné koteny, pravé kdyz je jeji diskriminant D kladny,

D=(32+5)%—-4(3224+32+4) = 322+ 182+ 9=
=-3(2*—62z—-3)=-3((z—3)* —12) > 0,

odkud z < 3+ +/12. Podle zadéni je vSak z = 6, proto vyhovuje jediné z = 6. Dand rovnice
mé pak v desitkové soustavé tvar

22— 23z +130=0

s kofeny x1 = 10, x5 = 13. (V soustavé o zdkladu z = 6 budou mit nalezené kofeny zdpis
21 = 14, 75 = 21.)
Za Uplné feSeni je 6 bodd, z toho 2 body za spravny prepis koeficientt dané rovnice jako mnohoclenti

proménné z, 1 bod za vypocet diskriminantu D, 2 body za feSeni nerovnosti D > 0 v oboru celych ¢isel
z 2 6, 1 bod za vypocet kofenti 1,2 v piipadé z = 6.



