48. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni ¢3sti |. kola kategorie C

1. Najdéte vSechny dvojice a, b nezapornych realnych c¢isel, pro které plati

Va2 +b+ Vb2 +a=+a?+b+Va+b.

2. Urcete nejvétsi étyfmistné ¢islo n, pro néz je soudet n'® + 99" délitelny deseti.

3. V roviné je dan obdélnik ABC D, nad jehoZ stranami AB a BC' (jako nad priméry)
jsou vné obdélniku sestrojeny po radé polokruznice k£ a [. Najdéte tsecku XY co
nejvétsi délky d tak, aby platilo X € k a Y € [l. Délku d pak vyjadiete pomoci délek
a=|AB|ab=|BC|.

Skolni — klauzurni &ast I.kola kategorie C se kona
v utery 26.ledna 1999

tak, aby zacala dopoledne a aby soutéZzici méli na feSeni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodi, tspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred zah4jenim soutéze.



48. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh skolni ¢sti I. kola kategorie C

1. Umocnénim rovnice s nezapornymi stranami a dalSimi ekvivalentnimi apravami
postupné dostaneme

a2+ b4+2/(a2+b) (2 +a)+ b2 +a=a>+b>+2\/(a2+b2)(a+b) +a+b,
V(a? +)(b? + a) = \/(a® + b?)(a + b),
(a® +b)(b” + a) = (a® + b*)(a+ D),
a?b? + a® + b3 + ab = a® + ab® + ba® + b3,
ab(ab+1—a—b) =0,
ab(a—1)(b—1) =0.

Hledanymi jsou proto pravé ty dvojice nezapornych ¢isel a, b, které spliuji aspon jednu
z podminek a =0, b=0,a =1 nebo b= 1.

Za plné feseni je 6 bodu.

2. Dany soucet je lichy pro suda n. Je tedy délitelny deseti, jen kdyz n je liché. Pro
n = 2k+ 1 dava séitanec 99" = (100 — 1)2**1 = 10A — 1 p¥i déleni deseti zbytek 9, a proto
druhy séitanec n'® musi dat pii déleni deseti zbytek 1.

Dekadicky zépis &isla 31% = 3. (10 — 1) = 10B — 3 ziejm& kond&{ &islici 7, a proto &islo
tvaru (107 4 3)1° nemiiZe dat pti déleni deseti zbytek 1. Stejny zavér miiZeme ucinit i pro
¢isla tvaru (10r — 1)1 a (107 + 5)19. Odtud plyne, 7e n miZe byt jeding tvaru 10r + 1,
a nejvétsi takové ctyrmistné cislo je 9 991.

Jiné feSeni. U ¢&isel n'® a 99" nas zajimaji pouze jejich posledni &islice. Protoze
posledni cifra jakékoli mocniny n* zavisi jen na exponentu k a posledni &slici ¢ zékladu n,

sestavime tabulku poslednich &slic mocnin c® pro ¢=0,1,...,9:
~flo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 o 1 4 9 6 5 6 9 4 1
3 o 1 8 7 4 5 6 3 2 9
4 0o 1 6 1 6 5 6 1 6 1
5 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 o 1 4 9 6 5 6 9 4 1

Ze sloupce tabulky pro ¢ = 9 vidime, zZe ¢islo 99" kondi ¢islici 1 nebo 9 podle toho, zda je n
sudé ¢ liché, takZe ¢islo n'® m4 podle toho konéit &islici 9 nebo 1. Z tabulky déle vidime,
e &isla n* a nft* konéi vidy stejnou cifrou. To tedy plati i pro &isla n'® a n3. Z t¥etiho
f4dku uvedené tabulky (k = 3) v8ak vidime, Ze &slo n® nekonéf ¢islici 9 pro Z4dné sudé n
(konéi totiz ¢islici 9 jen pro licha n kondici &islici 9), zato ¢islici 1 konéi pro praveé ta licha n,
ktera konci cislici 1. Nejvétsi takové ¢tyimistné ¢islo je n = 9991, které je feSenim tlohy.

Za plné feseni je 6 bodu.



3. Stfedy E, F polokruznic jsou totozné se stfedy stran AB, BC' (obr.1). Poloméry

Obr. 1

1

5, %b a z trojuhelniku EBF snadno pomoci Pythagorovy véty

/1 1 1
|EF‘ = ZG2+Zb2: 5\/(12+b2.

Podle trojtihelnikové nerovnosti (obr.1) zfejmé pro libovolné dva body X, Y takové,
ze X lezi na polokruznici k a Y na polokruznici [, plati

téchto polokruznic jsou
spocteme

IXY| < |XE|+|EY| < |XE| + |EF| +|FY)|

s rovnosti, pravé kdyZ body E, F lei na tisefce XY. Usetka XY ma4 tedy nejvétsi délku
pro X = Xy, Y = Yp, kde body Xy, Yy jsou priseciky polokruznic k, [ s pfimkou EF'. Pro
délku tsecky XYy pak plati

| XoYy| = %a—{- %\/a2+b2—|— %b: %(a—l—b—}— Va? +b?).

Za tplné feseni je 6 bod; 4 body dejte za nalezeni nejdelsi tisecky a 2 body za urcenti jeji délky. Nestrhavejte
body, pokud Fesitel prohlasi za zfejmé (ale nedokaZze) tvrzeni, Ze nejdelsi spojnice dvou kruznic leZi na jejich
stfedné.



