48. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 1. kola kategorie A

. Aritmeticky priameér nékolika navzajem ruznych prvocisel se rovna 27. Urcete, jaké
nejvetsi prvocislo mezi nimi mize byt.

. Je dan ¢étverec ABCD. Dokazte, ze pro vSechny body P toho oblouku AB kruZnice
¢tverci opsané, ktery neobsahuje body C a D, ma vyraz

|AP| + |BP|
|CP|+ |DP|

stejnou hodnotu. Urcete ji.

. V libovolném trojahelniku ABC oznacme M a N po tadé stiedy stran BC a AC.

vvev

pravé kdyz plati rovnost

4-]AM|-|BN|=3-|AC|-|BC|.

. Najdéte realna cisla a, b, ¢, d, pro ktera vSechna TeSeni x nerovnice

2
ar +b:c+c<

< 2z
a+dr—zx? —

tvofi mnozinu {0} U (4, +00).

I1. kolo kategorie A se kona
v utery 19.ledna 1999

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na teseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mize soutézici ziskat
6 bodu, uspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto udaje se zakim sdéli pred zahdjenim soutéze.



48. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie A

1. Oznaéme P zkoumanou mmnoZzinu prvodisel a ukazme nejprve, ze 2 ¢ P. Cislo 2 je
jediné prvocislo, které neni liché. Kdyby tudiz platilo 2 € P, byl by soucet lichého poctu
vSech prvocisel z P sudy, a soucet sudého poctu naopak lichy, takze uvazovany aritmeticky
prumér by nemohl byt roven lichému ¢islu 27. Proto 2 ¢ P.

Protoze ¢islo 27 neni prvocislo, neni mnozina P jednoprvkova a pro jeji nejvétsi pr-
vek p* plati p* > 27. Nyni vyuZijeme tento zfejmy poznatek: Aritmeticky primér A skupiny
realnych cisel se zmensi, kdykoliv k této skupiné pridame c¢islo mensi neZ A nebo z ni od-
stranime cislo vetsi nez A. Dopliime proto do dané mnoziny P vSechna chybéjici prvocisla
p, 2 < p < 27, a odstrafime z ni vSechna prvoéisla p, 27 < p < p* (pokud takova vibec
existuji). Dostaneme tak mnoZinu deviti prvocisel {3,5,7,11,13,17,19,23, p*}, pro jejichz
aritmeticky pramér (ktery uz nemusi byt celym ¢islem!) plati odhad

BH5+THI+13+17+19+23+p" _
9 ="

(Rovnost nastane, pokud jsme ani Zadné prvocislo nep¥idali, ani Zddné neodstranili.) Odtud
vychazi p* < 145. Nejvétsi prvocislo, které splituje posledni nerovnost, je ¢islo 139.
Hodnota p* = 139 je mozn4a, jak ukazuje ptiklad

P=1{3,57,11,13,17,19,29,139},
ktery objevime, kdyz v souc¢tu 3 +5+ 7+ 11 + 13 4+ 17 + 19 + 23 zaménime prvocislo 23

prvocislem o 145 — 139 = 6 vétsim. (Kdybychom si pfedem neuvédomili, Ze 2 ¢ P, dostali
bychom z nerovnosti

24+3+54+74+114134+17T+19+23 +p" < o7
10 -

slabsi odhad p* < 170. Pak by bylo nutné postupné vyloudit hodnoty p* = 167, 163, 157,
151, 149. Pfitom si patrné uvédomime, pro¢ 2 ¢ P.)

Pro p* = 139 existuje jesté jedna jedind mnozina P pozadovanych vlastnosti. Je ji
jedenéactiprvkova mnozina

P={3,57,11,13,17,19,23,29,31,139}.

Za Uplné feseni je 6 bodd. Za avahy vedouci k vylouceni 2 dejte 2 body, za uvedeni pfikladu pro p* = 139
rovnéz 2 body.

2. Protoze zkoumany podil V' nezavisi na velikosti a strany daného ¢tverce, budeme
pro jednoduchost predpokladat, ze a = 1.

1
Pokud P = A nebo P = B, je ziejmé V =

V2+1

tilohy, je v/2 — 1 hledani hodnota zkoumaného podilu.

= /2 — 1. Pokud plati tvrzeni



Predpokladejme déle, ze bod P je vnitinim bodem uvedeného oblouku. Protoze ob-
vodové thly nad shodnymi tétivami téze kruZnice jsou shodné, plati (obr. 1)

|$APD| = |3CPD| = |3CPB| = |¥CAB| = i“'

D C

Obr. 1

Oznafme o = 17 a dale (obr.1) ¢ = [{ADP|, ¢ = [$BCP|, potom ¢ + ¢ = a,
|[PBC|=7n— (a+v), |SPAD| =1 — (a+ ¢), takZe podle sinové véty
sin ¢ + sin v 2sin £f¥ cos 252 sin fa

= : = = = konst.
sin(a + ¢) +sin(a+ 1)  2sin 2a+2‘P+¢ cos (P;/’ sin %a

Tim je dokazano, ze V je konstantni, a protoze a = in, vyjde skutetnd V = /2 — 1,
jak se snadno presvédc¢ime napt. pomoci identity

.3 . a L« e A o T o' . 9 O
SIn —o = sin «cos — + sin — cos & = 2 sin — coS ——}—sm—(l—QSm —) =
2 2 2 2 2 2 2
= sina(20032a+1 2 sin” a) —sina(l—l—ZCosa)
o 2 2 2) T2 ’

kam za 1 + 2 cos a dosadime 1 + /2.

Jiné feseni. Pokud P = A nebo P = B, zjistime stejné jako v prvnim fFeSeni, Ze
hodnota zkoumaného podilu je v/2 — 1. Je-li bod P vnitfnim bodem uvedeného oblouku,
jsou oba ¢tyruhelniky APBC i APBD (obr.1) tétivové, proto podle Ptolemaiovy véty
plati

|AP|-|BC| +|BP|-|AC| = |CP|-|AB|,
|AP|-|BD|+ |BP|-|AD| = |DP|-|AB|.
Se¢tenim obou rovnosti a dosazenim |BC| = |AD| = |AB|, |BD| = |AC| = V2|AB|
dostaneme
|AP| + |BP|
[CP|+|DP| —

Tim je tvrzeni ulohy dokizéno. Dany vyraz ma pro kazdy bod P uvedeného oblouku
hodnotu v/2 — 1.

Za plné feseni je 6 bodu.

(JAP|+ |BP|)(1+ V2) = |CP|+ |[DP|, neboli V2 - 1.



Ve

body C, M, N a T na jedné kruZznici, pravé kdyz pro uhly v = |[SMCN| a 6 = |[SMTN]|
plati v+ 6 = 7, neboli siny = sind (rovnost 7 = § je a priori vylou¢ena: bod T lezi uvnit¥
trojthelniku ABC, takze |{ATB| > |<ACB)|, neboli § > 7). ZapiSme nyni, Ze obsah
trojuhelniku ABT je roven jedné tfetiné obsahu trojuhelniku ABC"

1 2 2 1 1
5 (§|AM|) : (§|BN|) sind = - (§|AC| -|1BO| - sim).
Odtud jiz okamzité plyne, Ze rovnost siny = sin d je ekvivalentni s rovnosti ze zadani ilohy.

Jiné feseni. Vyuzijeme vétu o mocnosti bodu ke kruznici. Ozna¢me T zminéné té-
Zisté, k kruznici opsanou trojihelniku CM N a rozliSme t¥i mozné pripady jejich vzajemné
polohy. (Zdiuraznéme, ze vrcholy A a B vzdy lezi ve vnéjsi oblasti kruznice k, nebot usecky
MC a NC jsou jeji tétivy.)

Je-li T € k, pak |AN|- |AC| = |AT| - |AM|, tedy

g b= (gta) ‘ta, neboli 4t2 = 3b%;
stejnd odvodime i rovnost 4¢? = 3a®. Vyndsobenim obou rovnosti a ndslednym odmocnénim
dostaneme 4t,t, = 3ab, coz je rovnost ze zadani tlohy.

Lezi-li bod T ve wnitini oblasti kruznice k, pak plati nerovnost |AN| - |AC| <
< |AT|-|AM]| (plati totiz rovnost |AN|-|AC| = |AT’| - |AM|, kde T" je prisecik tsecky
AT s kruzmici k, takze |AT’| < |AT). Postupem z pfedchoziho odstavce tentokrat vyjde
nerovnost 4t,t, > 3ab.

Lezi-li bod T ve vnéjsi oblasti kruZnice k, pak plati nerovnost |[AN|-|AC| > |AT|-|AM|
(plati totiz rovnost |AN| - |AC| = |AT'| - |AM|, kde T, T" # M, je prisecik polopFimky
TM s kruznici k, takze |AT'| > |AT|). V tomto p¥ipadé vyjde nerovnost 4t,t, < 3ab.

Tim je dikaz u konce. VSimnéme si jedné zajimavosti, kterd z néj plyne: rovnost
4tqt, = 3ab v libovolném trojihelniku ABC plati, jeding kdyZ zaroveii 4t2 = 3b* a 4t} =
= 3a?.

Za Uplné feseni je 6 bodd. Za dikaz toho, Ze rovnost ze zadani plati, pokud body C, M, N, T lezi na
kruZnici, udélte 2 body, za dikaz opa¢né implikace 4 body.

4. Danou nerovnici ekvivalentné upravime na

223 + (a — 2d)z? + (b —2a)z + ¢
z?2—dr—a

v

0. (1)

A(z)
B(x)
A(z), B(x). Odpovidajici jlrzn())iiny jejich redlnych kofent ozna¢me A, B. Oznadime-li R

x
B(x)

Nerovnici tvaru 2 0 umime vyt¥esit, zndme-li redlné kofeny obou mnohoc¢lent

mnozinu FeSeni nerovnice > 0, kterd je zfejmé ekvivalentni nerovnici A(x)B(z) > 0,

A
bude mnozinou FeSeni puvodni nerovnice % 2= 0 mnozina (RUA) \ B.
T



Pf1i feSeni nerovnice A(z)B(z) > 0 mizeme z rozkladu jeji levé strany odstranit libo-
volny kvadraticky trojélen z2 + px + q se zdpornym diskriminantem, a protoZe nas zajima
feSeni nerovnice A(z)B(z) > 0 zejména pro x ¢ A U B, tak i libovolnou mocninu (z — o)™
se sudym exponentem. Tak se vzdy dostaneme k nerovnici tvaru

(x —ar)(z—ag)...(r —ax) >0,

kde a; < ag < ... < ay jsou ty realné kofeny mnoho¢lenu A(x)B(z), které mély lichou
nésobnost. Refenim posledni nerovnice je pro k = 1 interval (o, o), pro k = 2 sjednoceni
(—00, 1) U (g, 00), pro liché k = 3 sjednoceni (a1, a2)U. ..U (-2, ak—1)U(ag,00) a pro
sudé k > 2 sjednoceni (—oo, 1) U ... U (ag—2,ar—1) U (ag, 00).

Vratme se ted k nerovnici (1). Protoze x = 0 je jejim FeSenim, musi byt nula kofe-
nem Citatele, ne vSak kofenem jmenovatele, proto ¢ = 0 a a # 0. Navic z toho, Ze nula
je nizolovanym® feSenim, plyne podle naSich ptredchozich tivah, Ze nula je kofenem sudé
nasobnosti, tedy dvojnasobnym. Proto je také b — 2a = 0.

ProtoZe do mnoziny FeSeni patii interval (4,00), ne vSak jeho krajni bod z = 4, je
¢islo 4 korenem jmenovatele, takze a + 4d = 16. Po dosazeni a = 16 — 4d a rozkladu
jmenovatele dostaneme ekvivalentni nerovnici

z?(x + 8 — 3d)
(x —4)(z—d+4)

1\

0.

Odtud vsak plyne, Ze feSenim nerovnice
(x—4)(z+8—3d)(x —d+4) >0

musi byt interval (4,00), proto 3d —8 = d — 4, nebolid = 2, a = 8, b = 16, ¢ = 0. Pro tyto
hodnoty tak dostavame nerovnici

r?(z + 2)
(x —4)(z+2)

v

0,

jejiz mnozinou FeSeni je skutené {0} U (4, +00).

Za uplné feSeni je 6 bodt. Nestrhavejte body, pokud feSitel tvrzeni o nasobnosti nulového kotfene uvede
bez fadného zdtvodnéni. Za nalezeni rovnosti ¢ = 0, a + 4d = 16 udélte po 1 bodu. Je-li feSeni vedeno tak,
ze v jeho zavéru je nutna zkouska, a prfitom o ni neni ani zminka, strhnéte 1 bod.



