48. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 11. kola kategorie B

. Najdéte vSechny Ctvefice prirozenych ¢isel a, b, ¢, d, pro které plati

ab + cd = 1999,
ac+ bd = 1999,
ad + bc =1 999.

. Je dan pravouhly trojihelnik ABC|, nad jehoZ odvésnami AB a BC (jako nad pri-
méry) jsou vné trojihelniku sestrojeny po fadé polokruznice k a l. Vrcholem B vedte
primku p, kterd protind polokruznice k a [ po fadé v bodech X a Y tak, aby ¢tyrtuhel-
nik AXYC mél co nejvétsi obvod.

. Najdéte vSechny mozné hodnoty vyrazu
Tty
2 + y2 ’
kde x a y jsou libovolné redln ¢isla splitujici podminku = +y = 1.
. Necht A a B jsou rizné body roviny. Déle je dan orientovany thel w (0° < w < 90°).
Pro libovolny bod X oznac¢me po fadé X4, Xp obrazy bodu X v otocCenich kolem

stifedi A a B o thel w. Najdéte vSechny takové body X, pro néz je trojuhelnik X X 4 Xp
rovnostranny.

II. kolo kategorie B se kona
v utery 30. bifezna 1999

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodi, tspésSnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred zah4jenim soutéze.



48. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie B

1. Po odecteni druhé rovnice od prvni a tfeti rovnice od druhé dostaneme dveé rovnice,
které po jednoduché upravé maji tvar

(a—d)(b—c) =0, (a—0b)(c—d) =0.

Odtud plyne, Ze ze CtyT Cisel a, b, ¢, d jsou aspoii t¥i sob& rovna. Necht je napf. a = b = c.
Po dosazeni do prvni rovnice puvodni soustavy dostaneme

a® +ad = a(a + d) = 1999.
Jelikoz 1999 je prvocislo, vyhovuje jediné a =1 a a + d = 1999. Odtud plyne, Ze
a=b=c=1, d = 1998.
Zameénou dostaneme dalsi tti feSeni
a=b=d=1,¢c=1998, a=c=d=1,b=1998, b=c=d=1, a=1998.
Dosazenim se snadno presvédcime, ze vSechny ¢tyfi ¢tverice vyhovuji.
Za tGplné feSeni je 6 bodt. ReSeni nalezena odhadem, tj. kdy# chybi dikaz, e jina FeSeni neexistuji, ocefite
2 body, pokud nejsou uvedena viechna fefeni, dejte 4 body.
2. Oznacme |AB| = a, |BC| = b a ¢ velikost thlu XAB (0 < ¢ < 90°, obr. 1). Zfejmé

je také |[SCBY| =90° — [AABX| = |4 X AB| = ¢. Protoze délka strany AC' ¢tyithelniku
AXYC na poloze bodi X, Y nezavisi, staci vySetfovat

délku d lomené ¢ary AXY C, pro kterou plati — % I
d=|AX|+|XB|+ |BY|+|YC| = el b
=acosp+asing +bcosy + bsingy = -7 7y
AN a B

= (a+b)(sinp + cosyp) =
= ﬁ(a-l—b)(? sin ¢ + ?cow) =

= V2(a + b) sin(p + 45°) < V2(a +b).
Obr. 1

Pritom v posledni nerovnosti nastane rovnost, praveé kdyz
@ + 45° = 90°, tj. pravé kdyz ¢ = 45°.
Odtud jednoduse plyne konstrukce primky p.

Pozndmka. Hodnota d je maximalni, pravé kdyZ je maximalni hodnota d?, proto mii-
Zeme misto d vySetFovat hodnotu d?:

d? = (a + b)*(sin® ¢ + 2sin @ cos ¢ + cos? @) = (a + b)%(1 + sin 2¢) < 2(a + b)%



Odtud vychazi, ze d < v/2(a + b), pfi¢em? maximalni hodnoty dosahuje d, pravé kdy?
sin2¢ =1, tj. ¢ = 45°.

Jiné FeSeni. Jak jsme uz zjistili vySe, je |[<CBY| = |4 X AB]|, takze oba pravotihlé
trojuhelniky BCY a ABX jsou podobné s koeficientem podobnosti A = |BC| : |[AB| =
= b:a. Pro délku d lomené ¢ary AXYC tedy plati, ze d = (1 + X\)(|AX| + | X BJ) bude
maximalni, pravé kdyZ bude maximalni soucet |AX |+ |X B|. Z rovnosti (|JAX|+|XB|)? =
= a? + 2|AX|| X B| plyne, Ze uvedeny soufet bude maximdlni, pravé kdyZ bude maxim4lni
obsah 1|AX||XB| trojihelniku ABX, tedy préavé kdyZ bude trojihelnik ABX rovnora-
menny, tj. |AX| = |XB|a ¢ = 45°.

Za Uplné feseni je 6 boda. Konstrukce pfimky p neni nutna.

3. Abychom urdili obor hodnot daného vyrazu, najdeme pro kazdé s > 1 vSechna ta
¢isla p, pro kterd ma soustava rovnic
r+y

THY=s g =P

v oboru realnych ¢isel feSeni (z predpokladu s = 1 zFejmé plyne, Ze je p > 0).
7 prvni rovnice vyjadiime y = s—x a dosadime do druhé rovnice. Po ipravé dostaneme
pro nezndmou x kvadratickou rovnici

2px? — 2psx + s(ps — 1) = 0.
Ta mé redlné feSeni, pravé kdyz je jeji diskriminant D = 4ps(2 — ps) nezdporny. Protoze
jsou obé ¢isla s a p kladnd, nerovnost D = 0 plati, pravé kdyz ps < 2. To znamend, Ze
e .1z 2 a1
uvazovand soustava rovnic mé realné reseni pro kazdé p £ — < 2 a specidlné pro s = 1 pro
s

kazdé kladné p < 2.
Zkoumany vyraz tedy nabyvé v8ech hodnot z intervalu (0, 2).

Jiné ¥eSeni. Z Cauchyovy nerovnosti (z + y)? < 2(x? + y?), jeZ plati pro libovolna
realnd Cisla x a y, plyne za predpokladu x + y 2 1 odhad

r+y
-’132+y2

x+y 2
s(x+y)? T+y

A

0< < 2.

1
Naopak pro kazdé p € (0,2) stadi poloZit napt. x = y = —. Potom
p

T+ 2
i =p a x—l—y:Z—)

— > 1.
2+ y? -

Hledanou mnoZinu hodnot tedy tvoii polouzavieny interval (0, 2).

Za Gplné Yeseni je 6 bodl. Za dikaz, Ze hodnoty zkoumaného vyrazu padnou do intervalu (0,2) dejte
4 body, za dtkaz, ze pro kazdé p € (0, 2) existuji odpovidajici = a y, pro néz se vyraz rovna p, dejte 2 body.



4. Predpokladejme, ze bod X ma pozadovanou vlastnost, tj. Ze trojuhelnik X X 4 Xp
je rovnostranny. Potom jsou trojuhelniky AXX 4 a BX Xpg shodné, nebot jsou rovnora-
menné se shodnym vrcholovym tthlem a shodnou zékladnou
(obr. 2). Proto |AX| = |BX]|. A protoze |4 X4 X Xpg| = 60°, Xag=—— X

je trojihelnik BX Xp obrazem trojihelniku AX X 4 v oto-
¢eni kolem vrcholu X o 1hel 60°. V tomto otoceni je obra-
zem bodu A bod B, proto |[<AX B| = 60°. To znamen4, Ze

trojuhelnik ABX je rovnostranny. Takové body X existuji
v roviné pravé dva.

Za Uplné feSeni je 6 bodu.

B

A
Obr. 2



