48. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 1. kola kategorie C

. Zjistéte, které dvojice pravidelnych mnohotuhelniki maji velikosti vnitinich Ghli v po-
meéru 2 : 3.

. Najdéte nejvétsi trojmistné Cislo n, pro néz je soucet
124+22 434 +4° + ... 4t
délitelny tremi.
. Sestrojte lichobéznik ABC D, pro ktery plati:
|AC| = 8cm, |BD|=6cm, |AB|+ |CD|=10cm
a stfed kruznice opsané trojihelniku ACD lezi na zakladné AB.

. Dokazte, 7e pro kazda tii realna cisla x, y, z, kterad splnhuji nerovnosti 0 < =z < y <
< z < 1, plati také nerovnost

x2+y2+22<xy+yz+zx+z—a:.

II. kolo kategorie C se kona
v utery 30. bifezna 1999

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na teseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodi, tspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



48. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie C

1. Pravidelny n-uhelnik (n 2 3) se skldda z n navzajem shodnych rovnoramennych
1

trojuhelniki, které maji pii spole¢ném hlavnim vrcholu thel velikosti —360°. Velikost jeho
n

n— 2
n

180°.

1
vnitiniho thlu je tedy «a, = 180° — —360° =
n

Zadani ulohy tak vede k rovnici
3n—2) 2(m—2)

= ) (1)

n m

kterou upravime na tvar
. m
mn=6m—4n mneboli n=6—4—.
n

Odtud plyne, ze n < 6. Dosazenim n € {3,4,5} najdeme nasledujici t¥i dvojice [n, m] =
= [3,4],[4, 8], [5, 20], jez vyhovuji rovnici (1).

Uloze vyhovuji t¥i dvojice pravidelnych mnohothelnikii: trojihelnik a étverec, Etverec
a osmiuhelnik, pétitthelnik a dvacetitthelnik.

Za Gplné feseni je 6 bodd, z toho 3 body za nalezeni vztahu ekvivalentniho rovnici (1).

2. Nejprve si viimneme, 7e p¥i déleni tfemi davaji &sla k a k3 vidy stejny zbytek
(to staci ovetit pro k € {0,1,2}). To znamen4, Ze i viechna &isla k, k3, k5, k7, ... davaji
vesmés stejny zbytek, ktery zavisi jen na tom, jaky zbytek pri déleni tfemi dava cislo k.
Pro libovolné prirozené ¢islo n davaji tedy cisla

(TL + 6)n+7’ nn-|-7’ nn-l—l
pri déleni tFemi stejny zbytek. To znamena, Ze zbytky jednotlivych s¢itanci se ve zkouma-
ném souctu
S(n) =12 4+2%+34 445 + ...+ n"H,

opakuji s periodou 6 (prvnich Sest je 1, 2, 0, 1, 1, 0). ProtoZe 999 = 6 - 166 + 3, je jasné, Ze
S5(999) dava pri déleni tfemi stejny zbytek jako 166-(1+2+0+1+1+0)+1+2+0 = 833,
tedy 2. Z uvedeného vypoctu ale hned vidime, Ze i S(998) dava zbytek 2, zatimco S(997)
je délitelné tiemi, je tedy hledanym cislem ¢islo 997.

Jiné feseni. Vyjdeme ze stejné ivahy a vSimneme si, ze plati
S(n+18)=S(n+12)+ S(6) = S(n+6) +25(6) = S(n) + 35(6) = S(n) (mod 3),
takze zbytky ¢isel S(n) se opakuji s periodou 18. Vypoétem zjistujeme, Ze zbytky ¢isel

S(1), S(2), S(3), S(4), ... tvoii fadu (svorkou je vyznacena jedna zminénd perioda)

1,0,0,1,2,2,0,2,2,0,1,1,2,1,1,2,0,0,1,0,0,1,2,2,...

-~

Soucet S(n) je tedy délitelny tfemi, pravé kdyz &slo n pfi déleni osmnécti dava néktery
ze zbytku 2, 3, 7, 10, 17 nebo 0.

ProtoZe nejvétsi trojciferné ¢islo je tvaru 999 = 18 - 55 4+ 9, je hledané ¢islo 18 - 55 +
+ 7 =997.

Za plné feseni je 6 bodd. Za pouhé odhaleni periodicity s¢itanct dejte 3 body.



3. Piedpokladejme, ze ABC'D (obr.1) je hledany lichobéznik a posuiime tsecku BD
o vektor DC; obraz bodu B ozna¢me FE.
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Obr. 1

Protoze |BD| = |EC| a |AE| = |AB| + |CD|, miZeme trojihelnik ACE sestrojit
podle véty sss. Stfed O kruZnice opsané trojuhelniku AC'D pak sestrojime jako prise-
¢ik osy usecky AC' s primkou AFE. Nakonec sestrojime vrchol D jako prisecik kruznice
k(O;|OA|) s piimkou p vedenou bodem C' rovnobéiné s AE a vrchol B jako prusecik
kruznice {(D, |CE]) s polopfimkou AE.

Uloha ma4 ve zvolené poloroving s hrani¢ni pfimkou AFE jediné FeSeni.

Al

Poznamka. Délky jsou zadany tak, Ze pro strany trojihelniku AEC plati rovnost
|AE|? = |AC|? + |CE|?, tak¥Ze trojihelnik AEC je pravothly a stfed O jeho kruZnice
opsané je stiedem tsecky AE. Toho lze samoziejmé vyuzit ke konstrukei.

Za Uplné feseni je 6 bodu.

4. Oznac¢me pismeny L, P po fadé vyrazy na levé a pravé strané dokazované nerov-
nosti. Potom je

yz—y)tzz—2)+(z—2) =
r)+ylz—y)+(z—2x)(1-2) >0,

(y
(y

x —_—
x —_—
nebot vSechny t¥i séitance posledniho vyrazu jsou podle zadani kladné.

Jiné ¥eseni. ProtoZe 0 < y—z < 1,je (y—x)? < y—=z. Podobné je také (2 —y)? < z—y
a (z —x)? < z — z. Dostdvame tak nerovnosti

e +y’ =2zy+ (y—2)’ <2zy—+y-—=,
4+ =2+ (2-y) <2z+z-y,

w2422 =22+ (2 —2)? <222+ 2 — 1,
jejichz se¢tenim obdrzime
2(z% +y* + 2%) < 2(xy +yz + 22) + 2(2 — z),

coz je ekvivalentni s dokazovanou nerovnosti.

Za Uplné feseni je 6 bodu.



