1. Do citatele i jmenovatele zlomku

20:28 :27:26:25:24:23:22:21:20:19:18:17:16
15:14:13:12:11:10: 9: 8: 7: 6: 5: 4: 3: 2

smime opakované vpisovat zavorky, a to vZzdy na stejnd mista pod sebe.
a) UrCete nejmensi moznou celo¢iselnou hodnotu vysledného vyrazu.
b) Najdéte v8echny moZné celo¢iselné hodnoty vysledného vyrazu. (J. Simsa)

Reseni. a) Vysledny vyraz lze vidy zapsat (aniZz kratime) jako podil A : B dvou soudini A
a B ptirozenych ¢isel, pro néz plati

A-B=2-3-4-...-29=291=1225.313.56.74.112.132.17-19-23-29

(Exponenty prvoéisel 1ze poéitat bezprostfedné po ¢initelich, nebo podle zndmého pravidla:
prvocislo p ma v rozkladu ¢isla n! exponent rovny souctu

ARANG

kde [x] znadi celou ¢ast Cisla x.) Ta prvodisla, kterd maji v rozkladu &isla 29! lichy exponent,

nemohou z podilu A : B ,zmizet* ani po jeho kraceni. Proto zadna celociselnd hodnota
vysledku neni mensi nez ¢islo

H=2-3-17-19-23-29 = 1292646.
Na druhou stranu,

29:(28:27:26:25:24:23:22:21:20:19:18:17:16)

15:(14:13:12:11:10: 9: 8: 7: 6: 5: 4: 3: 2)

29-14-27-26-25-24-23-22-21-20-19-18-17-16

15-28-13-12-11-10- 9- 8- 7- 6- 5- 4- 3- 2

:29-142. 27! :29.7.223-313-56-73-112-132-17-19-23:
28  (15!)2 (211.36.58.72.11.13)°

H.

(Opét se vyplatilo pocitat exponenty podle (1).) Cislo H je tedy hledan4 nejmensi hodnota.

b) Podivejme se nyni podrobnéji na to, jak vypadaji souc¢iny A a B z prvni véty FeSeni,
jsou-li ¢itatel a jmenovatel zlomku uzavorkovani stejnym zptsobem. Z kazdé ze ¢trnacti dvojic
pod sebou stojicich ¢isel

{29,15}, {28,14}, {27,13}, ..., {16,2}

je jedno ¢islo Enitelem v sou¢inu A, druhé ¢islo je €initelem v soudinu B (takze A, B maji
po 14 ¢initelich). Vyslednou hodnotu V' pak miZeme zapsat také jako soucin
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kde e; = +1, pfitom zfejmé ¢; = 1 a 9 = —1 bez ohledu na uzavorkovani. Protoze zlomky

%, %, %,. s % jsou vétsi nez 1, vyslednd hodnota V' (at uz je celé ¢islo & nikoliv) musi
spliiovat odhad
29 14 27 26 17 16
y<2Z 2oL 2 .22,
— 15 28 13 12 3 2

kde H je pfirozené Cislo, urfené v ¢asti a) feSeni jako nejmensi moZn4 celo¢iselnd hodnota V.
Odtud plyne, Ze H je jedind mozna celo¢iselnd hodnota V. (Navic jsme ukézali, Ze p¥i stejném
uzavorkovani citatele a jmenovatele daného zlomku je kaZdd hodnota vysledného vyrazu mensi
nez ¢islo H.)
2. V obecném ctyisténu ABCD oznac¢me E a F stfedy téznic z vrcholi A a D. Urcete
pomér objemu ¢tyisténu BCEF a ABCD. (P. Leischner)

Reseni. Oznaéme K a L st¥edy hran BC a AD a Ay, Dy piislusna t&7isté stén proti vrcholim
A, D (obr.1). Obé téznice AAy, DDy lezi v roviné AK D, pri-
¢emz jejich prisecik T (t€ziSté ctyisténu) je déli v poméru 3 : 1
a zaroven je stfedem spojnice K L (to je zfejmé z vlastnosti té-
7i8t&: T = 2(A+B+C+D) = 1(3(A+D)+3(B+0)) = (K +
+ L)). Odtud plyne, Ze je |ET| : |AT| = |FT|: |[DT| =1 : 3,
takze |[EF| = §|AD|. Rovina BCL piili obé tsecky AD i EF,
a proto také rozdéluje oba uvazované ¢tyrstény ABCD i BCEF
na Casti stejného objemu. Ozna¢me G stied usecky EF', pro

prislusné objemy pak plati

V(BCEF) V(BCGF) |GF| S(BCG)

V(ABCD) V(BCLD) |LD| S(BCL)
_1KG) 1 2 2 Obr. 1
= 3R =335

9"

3. Ukazte, Ze existuje trojuhelnik ABC, v némz pri obvyklém oznaceni stran a téznic plati
a # b a zaroven a + t, = b + t;. Dale dokaZte existenci takového Cisla k, Ze pro kazdy
zminény trojthelnik plati a + t, = b+ ¢, = k(a + b). Nakonec najdéte vSechny poméry
a : b stran a, b takovych trojthelnik. (J. Simsa)

Reseni. Vime, Ze
1 1
ti: Z(2b2+202_a2)7 tl21 = Z(2a2+262_b2)7

takZe

3
2 —t7 = Z(b2 —a?).

Protoze podle predpokladu ulohy t, — t, = b — a # 0, vychazi odtud t, + t;, = %(b +a). Ze
soustavy rovnic

to—tp, =b—a,

3
ta+tb=Z(b+a)
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(Tb—a), ty = £(Ta — b), tedy

uréime t, = %

7
(L+ta:b+tb:§(a+b)

Proto je k = %.

Nyni zjistime, pro které délky a # b existuje trojuhelnik ABC o stranach a, b a téznicich
ty = %(71) —a), ty = §(7a — b). Pedeviim musi byt t, > 0, t, > 0, coZ je ekvivalentni
1

nerovnosti = < 7 < 7. Zndme vSechny tii strany trojthelniku AB;T":

b
ABy|= 5, |AT| =

1
|BlT| = gtb =

2 1 1
ta—gg(,?b—a)—ﬁ(’?b—a),

(Fa—b) = 5 (Ta—b).

W = Wl

1
8
Zkoumame-li trojihelnikové nerovnosti pro tyto t¥i délky, dostaneme podminku

L _a_g
3°p 5

a
z niz je tfeba dle predpokladu vyloucit hodnotu 7= 1. To je zaroven i postacujici podminka:

Sestrojeny trojihelnik AB;T lze vZdy doplnit na trojihelnik ABC se stranou b = |AC|
a t&micemi t, = |AA4|, t, = |[BB1|. Koneénd z rovnosti ¢2 — t7 = 3(b? — a?) vidime, Ze je
ia=|BC|.

4. V jistém jazyce jsou pouze dvé pismena A a B. Pro jeho slova plati:

1) Slova délky 1 neexistuji, slova délky 2 jsou pouze AB a BB.

2) Posloupnost pismen délky n > 2 je slovo, pravé kdyZ vznikne z néjakého slova délky
mensi nez n, a to tak, ze v tomto slové pismena A ponechime na misté, soucasné vsak kazdé
pismeno B nahradime néjakym (ne nutné stejnym) slovem.

Dokazte, ze pocet slov délky n je pro kazdé n roven ¢islu

M4 2. (=1)"
; :

(P. Hlinény, P. Kariovsky)

Reseni. KaZdé kone¢né posloupnosti pismen A, B fikejme Fetézec. Vsude dale --- znadi
vhodny (t¥eba i prazdny) Fetézec, zatimco *** pouZijeme k zapisu Fetézce ze stejnych pismen
(napf. B #x* B znadi Fetézec k pismen B).
k

DokéZzeme, Ze libovolny Fetézec je slovo (uvazovaného jazyka), pravé kdyZ spliiuje nésle-
dujici podminku:

P: Retézec konci pismenem B a bud zacind pismenem A, nebo zacind (¢i je dokonce cely
tvoren) sudym poctem pismen B.

Nutnost podminky P je celkem ziejma: spliiuji ji obé slova AB a BB délky 2 a splhuje
ji 1 kazdé nové slovo vzniklé konstrukei z bodu 2), pokud podminku P spliuji slova, kterymi
pfi konstrukci nahrazujeme jednotliva pismena B.
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Nyni indukci vzhledem k ¢islu n dokaZeme, Ze kazdy fetézec délky n spliujici podminku P
je slovo. To ziejmé plati pro n =1 a n = 2; je-li n > 2, pak fetézec délky n, ktery spliuje P,
ma jeden z tvari
AA---B, AB---B, Bxxx BA---B, B xxx DB,
S—— S——
2k 2k+2
kde 2 £ 2k < n — 2. Nasi ulohou je ukézat, Ze tyto CtyFi typy Fetézcli vznikaji pomoci
konstrukce z bodu 2), pfi niZ pismena B nahrazujeme Fetézci (délky mensi nez n) splitujicimi
podminku P (tedy slovy dle indukéniho predpokladu).
Slovo AA--- B vznikne jako A(A--- B) ze slova AB. Slovo AB--- B vznikne bud jako
A(B---B) ze slova AB, nebo jako (AB)(-- - B) ze slova BB, podle toho, zda za jeho prvnim
pismenem A nasleduje sudy resp. lichy pocet pismen B. Slovo B x%x B A--- B vznikne jako

2k

(B ***% B)(A---B) ze slova BB, slovo B x*x B jako (B x*x B)(BB) ze slova BB. Tim je
—— S—— ——

2k 2k+2 2k
dikaz indukei hotov.

Nyni pomoci podminky P jiz snadno dokdzeme, Ze pro pocet p, slov délky n skutecné
plati vzorec

2"+ 2. (=)™
DPn = ’
3

jehoZ platnost je zfejma pron = 1 a n = 2, nebot p; = 0 a ps = 2. Proto vzorec bude dokazan
matematickou indukei, ukdZeme-li, Ze pro kazdé n plati rovnost p,+2 = 2" + p,,, kterou ¢isla
%(2” +2-(=1)") zFejmé spliwji. Rovnost p,1o = 2" + p,, v8ak plyne okamZité z toho, Ze
podle vlastnosti P je kazdé slovo délky (n + 2) bud tvaru A--- B, kde - - - je libovolny Fetézec
délky n (téch je 2™), nebo je tvaru BB ---, kde - - - je libovolné z p,, slov délky n.

5. V roviné je dan ostry tthel APX. Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby bod P leZel na strané
BC' a aby polopfimka PX protala stranu CD v takovém bodé @, Ze bod P lezi na ose
thlu BAQ. X (J. Simsa)

Reseni. Uvazujme otoceni kolem stfedu A o 90°, které O}\

zobrazi vrchol B hledaného ¢tverce ABC D na vrchol D, P Q c
a ozna¢me P’,C’, D' obrazy bodu P, C, D v tomto oto¢eni \
(obr. 2). Protoze | PAP'| = 90°, plyne z vlastnosti os ve- \ ; P
dlejsich Ghla, Ze AP’ je osa thlu QAD'. Proto mé bod P’ AN
stejnou vzdalenost od AD’ i od AQ (rovnou strané hleda- \
ného &tverce). Tyto vzdalenosti jsou vysky v trojihelniku [
AQP'. Protoze bod P’ muiZeme sestrojit, mizeme sestro- D' A B
jit i bod Q jako prusecik ramene PX s osou usecky AP’. Obr. 2

Zbytek konstrukce je uz ziejmy.

6. Najdéte vSechny dvojice redlnych cisel a a b, pro které ma soustava rovnic

T4y x3+y3_

x2+y2: J 22 fy?

b

s nezndmymi x a y FeSeni v oboru redlnych ¢&isel. (J. Simsa)
Reseni. M4-li dan4 soustava TeSen{ (x,y) pro &sla a = A, b = B, m4 zfejmé i fesen{ (kx, ky)
. . ” 1 < . . N .
pro libovolné k # 0 a pro ¢isla a = EA’ b = kB. Odtud vidime, Ze existence TeSeni dané

soustavy zavisi jen na hodnoté soucinu ab.



Budeme tedy nejdiive zkoumat hodnoty vyrazu

u+v)(u® + v3)
(W2 +02)2

P(u,v) = (

kde &sla w a v splituji normaliza¢ni podminku u? + v? = 1. Podle ni plati

P(u,v) = (u+v)(u® +v*) = (u+v)*(w® —uv +v*) =
= (u? 4 2uv + v?)(1 — uv) = (1 + 2uv)(1 — ww).

Za podminky u? +v? = 1 nabyva soucin uv viech hodnot z intervalu (-1, 2) (je-li u = cosa
a v = sina, je uv = % sin 2a). Proto stadi zjistit mnozinu hodnot funkce f(t) = (1+2t)(1—1)

2
na intervalu ¢t € (—3, 3). Z vyjadrenf

12 9
f(t):—2t2+t+1:—2<t—z) +3

plyne, Ze hledanou mnoZinou hodnot je uzavieny interval s krajnimi body f (—%) =0af (i) =
_9

; To tedy znamend, Ze pokud ma dana soustava feseni, musi pro jeji parametry a a b platit
0<ab< %, pFitom rovnost ab = 0 je moZnd, jen kdyZ x + y = 0, tehdy vS8ak a = b = 0.
Spliiuji-li naopak nékterd ¢isla a a b nerovnosti 0 < ab < %, existuji dle dokazaného ¢isla
u a v takova, ze u?+v? =1 a (u+v)(u®+0v3) = ab. Oznacime-li ' = u+v a b’ = ud+v3, pak
z rovnosti a’b’ = ab # 0 plyne, Ze oba poméry a : a’ a b’ : b maji tutéz hodnotu k # 0. Pak

ale dvojice x = ku a y = kv je zi'ejmé TeSenim soustavy rovnic ze zadani alohy pro uvazované
hodnoty a a b.



