49. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy $kolni — klauzurni &asti |. kola kategorie A

1. Urcete, pro ktera realna cisla p ma soustava rovnic
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pravé jedno feSeni v oboru realnych cisel.

2. Je dan trojahelnik ABC'. Uvnitf jeho stran BC, C' A, AB uvazujme po fadé body K,
L, M takové, ze tusecky AK, BL, CM se protinaji v bodé U. Jestlize trojuhelniky
AMU a KCU maji obsah P a trojuhelniky M BU a CLU obsah Q, pak P = Q.
Dokazte.

3. Urcete nejmensi prirozené ¢islo k, pro které plati: Vybereme-li libovolnych £ rtiznych
¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2000}, pak mezi vybranymi ¢isly existuji dvé, jejichz soucet
nebo rozdil je 667.

Skolni — klauzurni ¢ast I. kola kategorie A se kona
v utery 7. prosince 1999

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, tispésnym TresSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tidaje se zaktm sdéli pred zahajenim soutéze.



49. roénik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie A

1. Prvni rovnice je splnéna, praveé kdyz plati x = y+p nebo x = y —p. Po dosazeni do
druhé rovnice dané soustavy dostaneme po tpravé v prvnim pripadé kvadratickou rovnici

3py® +3p°y +p° — 16 =0,
v druhém ptipadé pak kvadratickou rovnici
3py2 — 3p2y +p3 +16=0

o neznamé y. Dand soustava rovnic bude mit pravé jedno feSeni v oboru redlnych cisel,
pravé kdyz jedna ze dvou predeslych kvadratickych rovnic bude mit jediny (dvojnasobny)
kofen a druhd z nich nebude mit zadny redlny koifen nebo bude mit stejny dvojnasobny
koten jako rovnice prvni (mtizeme predpokladat, Ze p # 0, protoze pro p = 0 dané soustava
ziejmé nemé Feseni). Prvni kvadratickd rovnice mé diskriminant Dy = 3p(64 — p?), druhé
m4 diskriminant Dy = —3p(64 + p?). Hleddme tedy ta p # 0, pro néz je jedno z ¢isel Dy,
Dy rovno nule a druhé zédporné (pfipad D; = D2 = 0 pro p # 0 totiZz nenastane).

Je-li D1 =0,jep=4a Dy <0.Pokud Dy =0, je p=—4 a D; < 0. Hodnoty p =4
a p = —4 jsou tedy jediné, které maji pozadovanou vlastnost.

Dané soustava rovnic ma pfitom pro obé uvedené hodnoty parametru p jediné realné
feseni (z,y) = (2, —2).

Jiné feSeni. Z prvni rovnice mame | — y| = |p|, z druhé rovnice v8ak vidime, ze
3 > y3, coz je ekvivalentni s nerovnosti z > y (je 23 — v = (x — y)(2? + 2y + v?)
a 22 + zy + y?> > 0 pro libovolnd realnd x, y s vyjimkou ptipadu x = y = 0). Je tedy
r =y + |p|, [p| > 0. Po dosazeni do druhé rovnice soustavy (pro jednoduchost pisme g
misto |p|) dostaneme pro y kvadratickou rovnici

3¢y + 3%y +¢* —16 =0

s diskriminantem D(q) = 3¢(64—¢3) = 3q(4—q)(16+4q+¢?). M4-li dané soustava v oboru
realnych ¢isel jediné FeSeni, je nutné diskriminant D(q) piedeslé rovnice roven 0, tj. musi
platit (4 — ¢)(16 + 4q + ¢*) = 0 (vime, Ze ¢ = |p| > 0). Protoze pro libovolné realné ¢ je
16 + 4q + ¢®> > 0, musi byt ¢ = |p| = 4, tj. p = 4 nebo p = —4. Zaroveti hned dostavame,
iey:—%q:—an:y—|—4:2.

Dané soustava rovnic ma pravé jedno realné feseni, pravé kdyz p = 4 nebo p = —4,
a to (xay) = (27 _2)

Za uplné reseni udélte 6 bodt. V pripadé postupu analogického 1. feseni strhnéte 2 body, neni-li ovéfeno,
ze druhé kvadraticka rovnice neméa zadné fesSeni.

2. Z rovnosti obsahi trojuhelnikit AMU a KCU plyne rovnost obsaht trojuhelniki
AMC a AKC. Body K, M maji tedy stejnou vzdalenost od piimky AC'. Odtud plyne, ze
CA | MK a ¢tyfahelnik CAMK je tedy lichobéznik. Podobné dokazeme, Ze ¢tyithelnik
BCLM je rovnéz lichobéznik, kde BC' || LM. Trojahelniky AML a ABC, resp. BKM
a BCA jsou tedy stejnolehlé a plati (obr. 1)

|AL| = kb, |AM|= ke, |BM|=(1—k)c, |[BK|=(1-k)a
a dale
|CK| = ka, |CL| = (1—k)b, kdek e (0;1).



Uzitim Cevovy véty pro trojici usec¢ek AK, BL a CM, které se dle textu tlohy protinaji

v bodé U, dostavame

kc .(l—kr)a‘(l—k:)b:1

(1-k)e ka kb

1—
Odtud plyne

Vv

trojuhelniki AMU a BMU, tedy rovnost P = @, coz jsme méli dokézat.

Jiné feseni (bez uziti Cevovy véty). Stejné jako v prvnim FeSeni ukdZeme, ze tsecky
BC a LM jsou rovnobézné, takze si navzajem odpovidaji v jisté stejnolehlosti se stfedem U
a zaroven i v jisté stejnolehlosti se stifedem A. Ozna¢me K, Ko po fadé stfedy obou
uvazovanych usecek. Vzhledem k tomu, ze body K;, K5 si odpovidaji v obou zminénych
stejnolehlostech, lezi body A a U (stfedy obou stejnolehlosti) na pfimce K;K5. Odtud
plyne, ze stfed K; strany BC' lezi na ptimce AU, je tedy totozny s bodem K z textu tlohy.
Usecka AK je tudiz téznici trojihelniku ABC. Podobné dokazeme, Ze i tisecka BL je téznici

Vv

1
=1, neboli k£ = 3 Tyto tsecky jsou tedy téznice a jejich prusecik U

3. Ukézeme, ze hledanym k je ¢islo 1001. Rozdélme vSechna cisla z mnoziny
{1,2,3,...,2000} do 1000 dvojic

{1,666}, {2,665}, {3,664}, ..., {333,334},
{667,1334}, {668,1335}, {669,1336}, ..., {1333,2000}.
(Cislo 667 z textu tilohy je rovno souctu ¢isel kazdé dvojice v prvnim fadku a rozdilu ¢isel
kazdé dvojice v druhém tadku. VSimnéme si, ze skutecné kazdé z ¢isel 1,2,3,...,2000 je

zastoupeno pravé v jedné dvojici.)

Cislo 1001 mé pozadovanou vlastnost, protoze pokud vybereme libovolné 1001 ¢isel
z mnoziny {1,2,3,...,2000}, budou mezi nimi obé ¢isla aspon jedné z uvedenych dvojic
(mame vybrano 1001 ¢isel, ale jen 1000 dvojic). Soucet nebo rozdil ¢isel v nalezené dvojici
je vsak 667.

Nyni ukdzeme, ze zadné ¢islo k < 1000 pozadovanou vlastnost nema. Staci to ziejmé
ukézat pro £k = 1000: vybereme-li 1000 sudych c¢isel 2,4,6,...,2000, je soucet i rozdil
libovolnych dvou vybranych c¢isel sudy, takze se nemtize rovnat lichému c¢islu 667.

Za uplné feseni je 6 bodi. Udélte 4 body za dukaz, ze ¢islo 1001 ma pozadovanou vlastnost a 2 body za
dukaz, Ze ¢islo 1000 nikoliv.



