49. ro¢nik matematické olympiady, lll. kolo kategorie A

Bilovec, 9.-12. dubna 2000
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1. Necht n je prirozené ¢islo. Dokazte, Ze soucet 4-3%" +3-42" je délitelny tFindcti, prdvé kdyz

n je sudé. (J. Simsa)

Reseni. Oznaéme a, =4-32" +3-42". UkdZeme nejprve, ze pro kazdé p¥irozené ¢&islo n je rozdil
Gnt2 — G, délitelny tfinacti. Po tpravach obdrzime rovnost

Unio — an = 4- (817" —3%") + 3. (2562 —4%"). (1)
PoloZzme ve znamém vzorci
AP — BP = (A— B)(AP~' + AP72B + ... + BP 1),

ktery plati pro kazdé prirozené p a pro libovolna dvé realna cisla A a B, nejprve p = 2™, A = 81,
B =3 apotép=2""1 A =256 B = 42 Protoze je 81 —3 = 78 = 13- 6 a také 2562 — 42 =
= (256 — 4)(256 + 4) = 252 - 260 = 13 - 20 - 252, jsou oba sc¢itanci na pravé strané rovnosti (1)
¢isla délitelna 13. Je proto také rozdil a,t2 — a, délitelny 13. Cislo a; neni délitelné 13, nebot
a; = 84 =13 -6 + 6, kdezto ¢islo ay ¢islem 13 délitelné je (az = 1092 = 13 - 84). Uzitim principu
matematické indukce jiz snadno zjistime, ze a,, je délitelné 13, pravé kdyz n je sudé. Tim je dikaz
hotov.

Jiné FeSeni. Sestavme tabulku zbytkd pii déleni &sla a,, = 4 - 32" + 3 - 42" tiinacti.

n 1] 2] 3| 4| 5
32" 9 3] 9| 3| 9
42" 31 9] 3| 9 3

4-32" 110 |12]10| 12|10

3.4 9 1| 9| 1|9
an 6| 0] 6| 0| 6

Zbytky obou ¢sel tvaru N2" uréujeme rekurentné pomoci rovnosti N 2" = N?".N?" = (N 2n)2.
Protoze 32 =9 a 92 = 81 = 3 (mod 13), vidime, ze v druhém i t¥etim fddku tabulky se pravidelné
stiida trojka s devitkou, zbytky ¢isla a,, pfi déleni tfinacti se tedy (vzhledem k ¢islu n) rovnéz
opakuji s periodou 2. Cislo a,, je tedy délitelné t¥inacti, pravé kdyz n je sudé.

2. Je ddn rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zakladnou AB. Na jeho vysce CD je zvolen bod P
tak, Ze kruznice vepsané trojuhelniku ABP a ctyriuhelniku PECF jsou shodné; pritom bod E
je prusecik primky AP se stranou BC a F prisecik primky BP se stranou AC. Dokazte, Ze
i kruznice vepsan€ trojuhelnikum ADP a BCP jsou shodné. (J. Sim$a, K. Hordk)

Reseni. Protoze pfimka C'D je osou soumérnosti dvou vrcholovych thltt APB a EPF,lezi stted I,
kruznice vepsané trojuhelniku AB P na tsecce D P a zaroven stied I kruznice vepsané ¢tytuhelniku
PECF lezi na tisecce CP (obr.1). Navic plati |I;P| = |I2P|, nebof obé zminéné kruznice jsou
shodné. Stiedy O;, Os kruznic vepsanych trojuhelnikim ADP a BCP (obr.2) pak lezi po radé
na useckach Aly, Bl,, nebof poloptimky AI; a Bl jsou osy odpovidajicich thld DAP a CBP.
Z rovnosti |I; P| = |IsP| navic plyne, Ze trojuhelniky API; a BPI> maji stejny obsah, protoze se
rovnaji i prislusné vysky |AD| = |BD)|.

Oznacme 71, 19 poloméry kruznic vepsanych trojihelnikim ADP a BCP. Vyjadiime-li pomoci
nich oba zminéné obsahy (S(XYZ) znaci obsah trojahelniku XYZ), dostaneme
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Obr. 1

Vzhledem k tomu, ze S(API,) = S(BPIs), |I,P| = |IsP| a |AP| = |BP)|, plyne odtud r; = 73,

coz jsme méli dokazat.

Jiné rfeseni. Vzhledem k soumérnosti trojuhelniku ABC podle osy C'D sta¢i dokazat, Ze se
shoduji kruznice vepsané trojuhelnikim BDP a BPC.

Vnéjsi spolecné tecny shodnych kruznic vepsanych thelnikim ABP a PECF jsou rovnobézné
se stfednou C'D, tedy kolmé na primku AB. Uvazujme tu z nich, kterd protina tsecky AD, PF
a polopfimku opacnou C'B. Tyto pruseciky ozna¢me po fadé D', P/, C’ (obr. 3). Ve stejnolehlosti,
kterd zobrazi trojihelnik BD'C’ na trojuhelnik BDC, odpovidaji trojuhelnikiim BD’'P’ a BP'C’
trojuhelniky BDP a BPC. Protoze kruznice vepsand c¢tyfuhelniku PECF je zaroven vepsana
i trojuhelniku BP'C’ a kruznice vepsana trojuhelniku ABP je zaroven vepsana trojuhelniku BD’ P’
a obé uvedené kruznice jsou dle predpokladu shodné, jsou shodné i jejich obrazy ve zminéné
stejnolehlosti, tedy kruznice vepsané trojuhelnikim BDP a BPC.
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3. V rovin€ je dano 2000 shodnych trojuhelniku o obsahu 1, které jsou obrazy téhoz trojuhelniku
v ruznych posunutich. KazZdy z techto trojuhelniku obsahuje tézisté vsech zbyvajicich. Dokazte,
Ze obsah sjednocent téchto trojuhelniki je mensi nez 22. (P. Calabek)

Reseni. Necht trojihelnik ABC o obsahu 1 je vzorem vsech 2000 trojahelniktt AyBCy, k €
zbyvajicich, plyne z feSeni ulohy 49-A-I-4, Ze prunikem vSech téchto trojuhelniki je trojuhelnik
AgByCy, ktery je podobny trojuhelniku ABC', pricemz jeho strany AgBg, BoCo, CoAg jsou po radé
rovnobézné se stranami AB, BC, C A a pro pomér podobnosti A navic plati A € <%, 1).

Je-li ApBCy (k € {1,2,...,2000}) libovolny z danych trojuhelniki, je trojuhelnik AgByCy
jeho ¢asti, proto lezi vrchol Ay v poloroviné ByCyAg ve vzdalenosti nejvyse v, od hrani¢ni pfimky
ByCy, kde v, je velikost vysky trojuhelniku ABC ptislusné vrcholu A. Na druhou stranu je
i vzdélenost strany B C) od vrcholu Ay nejvyse v,. ProtoZe navic trojuhelnik AgBoCy obsahuje
tézisté vsSech takovychto trojuhelniki A BjiCy, nemuze byt vzdalenost strany BipCj od strany
ByCy || BrCy vétsi nez %va. Vzdalenost vrcholu Ay od strany BoCy je Av,, dohromady je tedy
vzdalenost obou rovnobéznych p¥imek BjCj, BoCp nejvyse min(z,1 — A) - v,. Vidime, Ze vSechny
dané trojuhelniky lezi uvniti pasu omezeného dvéma rovnobézkami ag || a1 || BoCo (obr.4), jejichz
vzdalenost od By(Cy je v, a min(%, 1 — A) - v,. Analogické tvrzeni mizeme vyslovit i pro dalsi dva
sméry CoAp a AgBy. Sjednoceni vsech danych trojihelnikt musi tedy lezet v priniku vsech tii

odpovidajicich past.
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Obr. 4 Obr. 5

Rozli§ime nyni dva pfipady podle toho, ¢emu se rovna min(%, 1-X).

1. Necht % S A< % Prinikem odpovidajicich tii pasi je Sestitthelnik, ktery vznikne z troj-
thelniku 7' uréeného trojici ptimek (a1, b1, c1) odstranénim tii trojuhelnicka T,, Ty, T, uréenych
trojicemi ptimek (ag, b1, ¢1), (a1, bo, ¢1) a (a1, b1, o). V obr. 5 jsou vyznaceny nékteré pomérné vzda-
lenosti vzhledem k |AB|, s jejichz pomoci zjistime, Ze trojuhelnik 7" je podobny trojihelniku ABC
s pomérem podobnosti 1+ A a trojuhelniky T, Ty, T, jsou podobné trojuhelniku ABC' s pomérem
podobnosti A — % 7 vypoctenych pomérii je zaroven ziejmé, ze pro A\ = % se trojuhelniky T,, T,
T, stdhnou do jediného bodu, takze uvedeny Sestitthelnik se zredukuje na trojihelnik 7.

Pro obsah S(\) vyznaceného utvaru tak pro A < 2 plati

SQ):(L+M2—3<A—%>{:

2 8 8
= 2N+ =20 -1+ - < - —2-
+4d+ g ( )+3<3
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<. INecnit 5 = A = 1. I'runikein odpovidajiCicit trl pasu J€ Oopcet sSestiunclnik (0Dr. v ), priceinz
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Obr. 6

odpovidajici trojihelnik 7" je podobny trojihelniku ABC' s pomérem podobnosti 3 — 2\ a trojihel-
niky Ty, Ty, T, jsou podobné trojuhelniku ABC' s pomérem podobnosti 1 — A (v tomto ptipadé se
Sestitthelnik zredukuje na trojuhelnik 7" pro A = 1).

Pro obsah S(\) v tomto ptipadé plati

S(A) = (3—-2)\)2-3(1-)\)?=

49 22
=M -6A+6=(N-3)*-3< - -3="2
9 9
s rovnosti pro A\ = %
Zjistili jsme, Ze sjednoceni vSech trojuhelniki Ay BCy, (k= 1,2,...,2000) je pro X # 2 asti

rovinného utvaru, jehoz obsah je mensi nez %. Pro \ = % je pak casti sestithelniku s obsahem %.

Strana tohoto Sestitthelniku, ktera lezi napr. na pfimce ag, mize obsahovat jen koneéné mnoho vr-
choli A; danych trojuhelniki A;B;C;, takze v Sestitthelniku urcité najdeme trojuhelni¢ek kladného
obsahu, ktery do uvazovaného sjednoceni nepatfi. Obsah sjednoceni uvazovanych trojuhelnika je

proto i v tomto pripadé mensi nez %. Tim je dikaz hotov.

4. Pro které kvadratické funkce f(z) existuje takovd kvadratickd funkce g(x), Ze kofeny rovnice
g(f(x)) = 0 jsou ¢tyri ruzné po sobé jdouct c¢leny aritmeticke posloupnosti a soucasné i koreny
rovnice f(z)g(x) =07 (P. Cernek)

Reseni. Ze zadani plyne, ze kazda z rovnic f(z) = 0, g(z) = 0 ma dva realné kofeny, pfitom
vSechny Ctyfti kofeny obou uvazovanych rovnic jsou navzajem rizné. Ozna¢me x1, xo kofeny rovnice
f(x) = 0. Plati tedy f(z) = a(z —z1)(z — 22), kde a je realné ¢islo, a # 0. Cislo 2 je podle zad4ni
rovnéz korenem rovnice g(f(x)) = 0, plati tudiz g(f(z1)) = g(0) = 0. Odtud vyplyv4, Ze rovnice
g(z) = 0 mé jeden kotfen 0. Oznacme b (b # 0) druhy kofen této rovnice. Je tedy g(z) = cx(z —b),
kde c je realné &islo, ¢ # 0. Cisla 0 a b jsou podle zadani rovnéz koieny rovnice g( f (x)) =0:

9(f(0)) =cf(O)(f(0)=b) =0 a  g(f(b)=cf(b)(f(b)—b)=0.

Jelikoz ¢isla 0 a b nemohou byt kofeny rovnice f(x) = 0, plyne odtud f(0) = f(b) = b.

Na ciselné ose jsou proto jak body 0 a b, tak i body x1 a x5 soumérné sdruzené podle z-ové sou-
fadnice vrcholu paraboly y = f(x). Cisla 0, b, x1 a x5 (tvoiici dle zad4ni aritmetickou posloupnost)
mohou tedy byt usporadana dvéma zpisoby:



® UlSla I1 a X2 1€Z1 uvilll Intervalu S Krajniimi poay U a 0. rakK I1 = §O a L9 — §O (pT1 viiodne

volbé indext), tudiz
0o () -2

3 3 9
takze b = g a
2a
3 3 5 9 9
f(x)-a(a:’—%><x—a> =ax —5334-%.
e Cisla 0 a b lez{ uvniti intervalu s krajnimi body x; a x5. Pak 1 = —b a 25 = 2b (pfi vhodné

volbé index1), tudiz
b= f(0) = ab(—2b) = —2ab?,

1
takze b = ——
akze % a

1 1 1 1
f(x) :a<x—%><x+a> :ax2+§x— %
Zdvér: Uloze vyhovuji viechny kvadratické funkce f tvaru
9 9 1 1
f(m):ax2—5x—|——2a nebo f(x):ax2+§x— o

kde a je libovolné nenulové realné cislo.

5. Monika zhotovila papirovy model trojbokého jehlanu, jehoZ podstavou byl pravouhly trojuhelnik.
Kdyz model rozrizla podél odvésen podstavy a podél téznice jedné ze stén, vznikl po rozvinuti
do roviny ctverec o strané a. Urcete objem tohoto jehlanu. (P. Leischner)

Reseni. Oznaéme ABCD uvazovany jehlan s podstavou ABC, kde |4 ACB| = 90°. Podle textu
ulohy byl model roztiznut podél obou odvésen AC' a BC podstavy a dale podél téznice z vrcholu D
jedné ze stén BC'D, ACD. Pii fezu podél téznice ve sténé ABD by totiz nebylo mozné rozvinout
model do roviny. Bez jmy na obecnosti predpokladejme déle, Ze ez je veden podél téznice DE ve
sténé AC'D (obr. 7), kdy po rozvinuti do roviny vznikne atvar s hranici BCAE;DFE;Cy B a pravym
thlem u vrcholu C' (obr.8). Protoze tento utvar je ¢tverec (ozna¢me ho C), jsou uhly AFEsD
a DF,C pravé (zadny z nich nemiize byt piimy, nebot jejich soucet je 180°). Proto je téznice DE
trojuhelniku AC'D zaroven jeho vyskou a body FEi, Fs jsou vrcholy ctverce C.

D
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Obr. 7 Obr. 8



Kdayby vrcholy Ity a o ctverce C Dyly sousedni, z rovnostl |10 = |E2A| a Z tono, ze C ma
vrchol C, by plynulo, ze C = CEyE1 B, a tak | BC| = | BE4|, coz ale odporuje rovnosti | BC| = |BC |
(obr.9). Tak jsme (sporem) dokézali, ze vrcholy E; a Es ¢tverce C nejsou sousedni, proto k vrcholim
C patii (kromé bodu E7, Es a C) nutné bod D (z tseku E5DFE; hranice BCAE;DE;Cy B).

Popsané body rozdéluji hranici ¢tverce C = CE3DFE; na tseky, jejichz délky jsou vyznaceny
na obr. 8 pomoci vyhodného oznaceni z = %a. Délky ostatnich hran jehlanu spoc¢teme podle Py-
thagorovy véty:

|DC| = |DA| = \/(32)2 + () = 2v/10,
|DB| = /(32)2 + (22)2 = 2v/13, |AB| = V5.

Abychom zjistili objem jehlanu ABC'D, potfebujeme urcit velikost jeho télesové vysky.

Oznacime-li F stfed hrany AB, vidime, ze hrana AC je kolmé na

rovinu EFD, nebof AC | BC || EF a AC | DE. Rovina EFD je tedy =~ 0L D E»

[~/ ’ N
kolma na zakladnu ABC.
Télesova vyska jehlanu je proto vyskou (z vrcholu D) trojihelniku

DEF. Protoze DF tvori téznici trojuhelniku ABD, ze znamého vzorce | |
pro velikost téznice dostaneme Ch A

1 41 a

2|DF|? = |DA]* + |DB|? — §\AB\2 = Eﬁ, B c

Obr.9

takze strany trojuhelniku DEF maji délky |DF| = 3x2v/41, |DE| = 3z
a |[EF| = 1|BC| = 1z. Podle Heronova vzorce je obsah S takového
trojuhelniku roven

2
T
S= B+ B+ - B+ +-3) -

=2 S VA (1 VAL 5+ VAL (VT - 5) = 22

25
a tak ma jeho vyska v z vrcholu D velikost v = ﬁ = 22v/2. Objem V jehlanu ABCD je proto

roven
2\/5 3 2\/5 3
— = ——a".

V= |AC| - |BC|-v = 3 ¢ a1

1
2

W

24/2
Zdvér: Objem uvazovaného jehlanu je —— a3.

81

Poznamka.

Ze Ctverce lze popsanym zpusobem c¢tyfstén ABC D pozadovanych vlastnosti vytvorit, kdyz je
soucet dvou ze t¥i predpokladanych sténovych thla pii vrcholu D vétsi nez ihel tieti. Protoze jejich
soucet je 90°, sta¢i overit, ze kazdy z téchto tii thla je mensi nez 45°. Nerovnost |[SCDB| < 45°

je ziejmé, zbylé dvé nerovnosti jsou dusledkem vypoctt, podle kterych cos | ADB| = \/%—0 > g

a tg|¥CDA| = tg(2|9C1DEy|) = 3 < 1.



6. Najdéte vSechna ctyrmistnd ¢isla abed (v desitkové soustavé), pro néz plati rovnost
abed + 1 = (ae+ 1)(bd + 1).

(J. Zhouf )

Reseni. Rovnost 1000a + 100b + 10c 4+ d + 1 = (10a + ¢ + 1)(10b + d + 1) lze upravit na tvar
100a(9 — b) +10a(9 — d) 4+ 106(9 — ¢) + ¢(9 — d) = 0.

Pritom kazdy ze Ctyf séitancti na levé strané je nezaporné celé cislo, proto bude tato rovnost
splnéna, praveé kdyz bude kazdy z nich roven nule. Protoze je a > 0, musi byt b = d = 9 a nasledné
i ¢ = 9. V tom piipadé rovnici vyhovuje libovolna &islice a, a € {1,2,...,9}. ReSenim tlohy jsou
tedy pravé vSechna nasledujici ¢tyfmistna ¢isla: 1999, 2999, 3999, 4999, 5999, 6999, 7999, 8 999
a 9999.



49. rocnik matematické olympiady, lll. kolo kategorie A

Bilovec, 10. dubna 2000
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1. Necht n je pfirozené ¢islo. Dokazte, Ze soucet 4 - 32" + 3 - 42" je délitelny t¥inicti, prave
kdyz n je sudé.

2. Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zakladnou AB. Na jeho vysce C'D je zvolen
bod P tak, Ze kruZnice vepsané trojuhelniku ABP a ¢tyifthelniku PECEF jsou shod-
né; pritom bod E je prusecik piimky AP se stranou BC' a F prusecik primky BP se
stranou AC'. Dokazte, ze i kruznice vepsané trojuhelnikim ADP a BCP jsou shodné.

3. V roviné je dano 2000 shodnych trojihelniki o obsahu 1, které jsou obrazy téhoz troj-

Vv

vajicich. Dokazte, ze obsah sjednoceni téchto trojihelnikii je mensi nez %.



49. ro¢nik matematické olympiady, lll. kolo kategorie A
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4. Pro které kvadratické funkce f(z) existuje takova kvadratickd funkce g(x), Ze kofeny
rovnice g(f(z)) = 0 jsou &tyfi riizné po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti a sou-
Casné i kofeny rovnice f(z)g(z) =07

5. Monika zhotovila papirovy model trojbokého jehlanu, jehoz podstavou byl pravouhly
trojuhelnik. Kdyz model roziizla podél odvésen podstavy a podél téznice jedné ze stén,
vznikl po rozvinuti do roviny ¢tverec o strané a. Uréete objem tohoto jehlanu.

6. Najdéte vSechna ¢tyfmistna ¢isla abed (v desitkové soustavé), pro néz plati rovnost

abed + 1 = (ac +1)(bd + 1).



