41. mezindrodni matematicka olympiada

V poradi jiz 41. ro¢nik této prestizni mezinarodni soutéze se konal
13.-25. ¢ervence 2000 v Korejské republice. Soutéz probéhla v Taejonu,
mladd vysokd skola KAIST (Korea Advanced Institut of Science and
Technology), zalozena v r. 1971. Leto$niho roéniku MMO se ztcastnili
462 soutézici z 82 zemi celého svéta. Logo olympiddy svymi dvéma ¢tverci
symbolizuje bliZici se konec dvou tisicileti, taeguk (rozdéleny kruh) je tra-
di¢nim symbolem Koreje (najdemo ho i na korejské statni vlajce). Pouzité
barvy (modrd, zelend a Cervend, jejichZz kombinaci dostaneme vSechny
barvy spektra) pak symbolizuji krasu a silu matematiky, zékladu veskeré
védy a technologie.

Patronat nad organizaci a priabéhem 41. ro¢niku MMO pfevzal mi-
nistersky predseda Korejské republiky Han Dong Lee, ktery se osobné
zucastnil slavnostniho zahéajeni soutéze. Korejsti organizatori pripravili
vSem ucastniktim dobré podminky pro samotnou soutéz a také zajimavy
doprovodny kulturni a spolecensky program. Soutézici méli moznost na-
v§tivit korejsky skanzen v Yonginu pobliz Suwonu, stard archeologicka
nalezisté v Kydngju a také pavilony svétové vystavy EXPO, kterd se
v Taejonu konala v roce 1993. Ve skolském kampusu KAISTu byla po
celou dobu soutézicim k dispozici vSechna sportovisté, plavecky bazén
a moderné vybavena pocitacova ucebna.

Vybér soutézicich za Ceskou republiku byl proveden v Jevicku na
statniho kola. Vybrani soutézici se pak jesté zucastnili utkani ve slovenské
Modre mezi Ceskou republikou a Slovenskem, kde soutézili reprezentanti
obou zemi za podminek podobnych jako pfi soutézi na MMO. Nase druz-
stvo tvorila nasledujici Sestice olympionika: Jaroslav Hdjek, z Gymnazia
M. Kopernika v Bilovci, Jan Herman a Rudolf Stolar z Gymnazia na
tf. Kpt. Jarose v Brné, Jan Housték z Gymnéazia v Pelhiimové, Jan Kyncl
z Gymnéazia v Jilemnici, a Ondrej Suchy z Gymnézia na Mikulasské
nadm. v Plzni. Vedoucim nasi vypravy byl dr. Karel Hordk z Matema-
tického ustavu Akademie véd v Praze, pedagogickym vedoucim druZstva
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byl dr. Jaroslav Svréek z Univerzity Palackého v Olomouci. Vedouci de-
legace pficestoval do hlavniho mésta Koreje Soulu kvili vybéru tloh jiz

Dva dny po pfiletu soutézicich, tedy 18. ¢ervence se konalo slavnostni
zahdajeni. Vlastni soutéz probéhla ve dnech 19. a 20. ¢ervence v pavilonu
univerzitni knihovny KAISTu. Jako obvykle zaci fesili kazdy soutézni den
po tiech tlohach. Na kazdou trojici tloh méli vyhrazeny vzdy 4,5 hodiny
¢istého Casu a za kazdou tlohu mohli ziskat maximélné 7 bodi.

Nase mladé druzstvo nezklamalo. Svédci o tom predevsim zisk jedné
stiibrné medaile Jane Houstkem a déle t¥{ bronzovych medaili oproti
jediné bronzové medaili z predeslé 40. MMO v Rumunsku. Jejich vysledky
jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

Body za ilohu Body Cena

Umisténi 1 23 456
395.-416. Jaroslav Hajek, 000200 2
2. ro¢. GMK
Bilovec,
205.-213. Jan Herman, 720200 11 II1

3. ro¢. gymnézia,
Brno, tt. kpt. Jarose
90.-99. Jan Houstek, 721740 21 II

7. ro¢. gymnazia,
Pelhfimov

139.-149. Jan Kyn¢l, 714 20 2 16 11
5. ro¢. gymnazia,
Jilemnice

351.-368. Rudolf Stolaf, 010300 4
3. ro¢. gymnazia,
Brno, tf. Kpt. Jarose

205.-213. Ondfiej Suchy, 700 20 2 11 11
6. ro¢. gymnazia,
Plzen, Mikulasské nam.

Celkem 28 6 518 4 4 65

O naroc¢nosti soutéznich tloh svéd¢i i nizké hranice pro zisk medaili:
na tfeti cenu stacilo 11 bodti, druhd cena se udé€lovala za 21-30 boda
a prvni za alesponi 31 bodit. Resitelt, ktefi si z Taejonu odvezli zlatou
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medaili, bylo celkem 28. Mezi nimi byli ale ¢ty¥i, ktefi ziskali plny pocet

42 bodt: Alexandr Usni¢ z Béloruska, Zhiwei Yun z Ciny a dva soutézici
Alexej Pojarkov a Alexandr Gagfullin z Ruska.

Neoficidlni pofadi vSech zucastnénych zemi s poc¢tem ziskanych cen
a celkovym bodovym ziskem (jak vidite, jesté lépe se vedlo nasim sloven-

skym kolegiim):

I II TII body I II III body
CLR 6 0 0 218  Ceskd republika 0 1 3 65
Rusko 5 1 0 215  Makedonie 01 2 63
USA 2 4 0 184  Kolumbie 0 0 2 61
Korea 3 30 172 Kuba 0 0 2 61
Bulharsko 2 31 169  Lotyssko 0 0 3 60
Vietnam 3 2 1 169  Nizozemsko 0 0 2 60
Bélorusko 2 2 2 165  Brazilie 0 0 3 58
Tchaj-wan 2 31 164  Francie 0 0 3 58
Madarsko 1 5 0 156  Italie 0 0 3 57
Irén 1 4 1 155 Indonézie 00 2 54
Izrael 2 1 3 139  Finsko 0 0 3 52
Rumunsko 0 4 2 139  Belgie 0 0 2 51
Ukrajina 2 20 135  Lucembursko (4) 0 0 2 51
Indie 0 5 1 132  Maroko 0 0 1 48
Japonsko 1 2 3 125  Recko 0 0 1 46
Australie 1 3 1 122 Norsko 0 0 1 45
Kanada 1 2 1 112  Estonsko 0 0 1 42
Slovensko 0 2 3 111  Trinidad a Tobago 0 0 O 40
Turecko 0 3 1 111 Island 0 0 O 37
Arménie 0 2 3 108 Dansko 0 0 1 36
Némecko 1 1 2 108 Litva 0 0 1 34
Velka Britanie 0 2 4 96 Novy Zéland 0 0 O 34
Jugoslavie 0 1 3 93  Azerbajdzan 0 00 32
Kazachstan 01 4 91 Kypr 0 0 O 32
Argentina 01 4 88  Malajsie (3) 0 0 2 32
Moldavsko (5) 0 2 3 84  Peru (4) 0 0 0 32
JAR 0 0 4 81  Spanélsko 0 0O 29
Hongkong 01 2 80  Irsko 0 0 O 28
Bosna a Hercegovina 0 0 4 78  Filipiny (4) 0 0 0 23
Thajsko 01 3 78  Uruguay (3) 0 0 0 23
Svédsko 0 2 0 77  Portugalsko 0 0 O 21
Mexiko 01 3 75  Sri Lanka (3) 0 0 O 21
Polsko 01 2 75  Ekvador 0 0 O 19
Chorvatsko 0 0 4 73 Albénie (5) 0 00 17
Slovinsko 0 1 1 73 Kirgizie (4) 0 0 1 16
Gruzie 01 0 72 Macao 0 0 O 16
Singapur 0 1 2 71 Kuvajt (4) 0 0 0 12
Uzbekistan 0 0 2 70  Guatemala 0 0 O 11
Rakousko 0 2 1 68  Venezuela (2) 0 00 11
Mongolsko 0 0 4 67  Brunei (2) 0 0 0 8
Svycarsko (4) 0 1 2 67  Portoriko 0 0 0 8

Jak je patrno z tabulky ztGcastnénych statit, na prvni misto v ne-
oficidlnim poradi jednotlivych zemi podle celkového bodového zisku se
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tentokrat vysvihlo Bulharsko, dalsi mista obsadily tradi¢né vyborna druz-
stva Ciny, Spojenych st4tt, Vietnamu a Ruska. (P¥ipadna ¢isla v zavorce
upozoriiuji na nizsi pocet reprezentantii.)

Slavnostni zakonceni 41. MMO se konalo v mezindrodnim kulturnim
centru statni univerzity Chungnam v Taejonu. P¥i této pfilezitosti pozvali
zastupci USA vSechny zacastnéné delegace k tcasti na dalsim rocéniku
MMO.

Texty soutéznich aloh
(v zévorce je uvedena zemé, ktera ulohu navrhla)

1. Jsou dany dvé kruznice I'; a I's se protinaji v bodech M a N. Ozna¢me
[ jejich spole¢nou tecnu takovou, ze bod M je bliz [ nez bod N. Bod
dotyku pfimky [ s I'; ozna¢me A a bod dotyku s I's ozna¢me B. Piimka
vedend bodem M rovnobézné s [ protind kruznici I'; v dal$im bodé C
a kruznici 'y v dal$im bodé D. Ozna¢me déale E prusecik piimek C'A
a DB, P prisecik ptimek AN a CD a @ prusecik piimek BN a CD.
Dokazte, ze |EP| = |EQ). (Madarsko)

2. Necht a, b, ¢ jsou kladnd redlnd ¢isla takova, ze abc = 1. Dokazte, Ze

ot D1 e

(Rusko)

3. Necht n = 2 je pfirozené ¢islo. Na pocatku je na vodorovné piimce n
blech, ne vSechny v témz bodé. Pro kladné realné ¢islo A definujme tah
nasledujicim zpisobem:
vybereme libovolné dvé blechy v bodech A a B, pficemz bod A je
nalevo od bodu B;

blechu z bodu A nechiame sko¢it do bodu C dané pfimky napravo

od B, pri¢emz ||ig: =\

Urcete vSechny hodnoty A takové, ze pro libovolny bod M na dané pfimce
a pro libovolnou pocatecni polohu n blech existuje koneéné posloupnost
tahi, ktera presune vSechny blechy na mista napravo od bodu M.

(USA)

4. Kouzelnik ma sto karet ocislovanych od 1 do 100. Vlozi je do tii kra-
bic — Cervené, bilé a modré — tak, aby v kazdé byla aspon jedna karta.
Jeden z divaki si vybere dvé z tii krabic, z kazdé vytadhne jednu kartu
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a oznami soucet Cisel na vybranych kartach. Na zakladé tohoto souctu
uréi kouzelnik krabici, z které divak kartu nevytahl. Kolika zpusoby
1ze rozdélit vSechny karty do krabic, aby kouzelnikav trik vzdy fungoval?
(Rozdéleni povazujeme za rtznd, pokud se aspoii jedna karta objevi v jiné
krabici.) (Rusko)

5. Rozhodnéte, zda existuje kladné celé ¢islo n takové, ze n je délitelné
presné 2000 riznymi prvocisly a 2™ 4 1 je délitelné n. (Bélorusko)
6. Necht AH;, BHs, CHj jsou vysky ostrothlého trojuhelniku ABC.
Kruznice vepsana trojihelniku ABC' se po fadé dotyka stran BC, CA,
AB v bodech Ty, T, T3. Ozna¢me po Ffadé [y, I, l3 pfimky soumérné
sdruzené s primkami HoHs, HsHy, H1Ho podle os TsT3, 15Ty, T1T5.
Dokazte, ze pfimky [, l2, I3 urcuji trojihelnik, jehoz vrcholy lezi na
kruZnici vepsané trojihelniku ABC. (Rusko)

Regeni dloh

1. Ozna¢me K prusec¢ik pfimky M N s tecnou [ obou kruznic (obr.1).
Protoze bod K lezi na chordéle obou kruznic, ma vici nim stejnou moc-

Obr. 1

nost, tj.
|AK|?> = |[KM|-|KN|=|KB|*



Je tedy |AK| = |KB|, a protoze PQ || AB, je diky stejnolehlosti troj-
thelnikt NPQ a NAB také |PM| = |MQ|. Stadi tedy ukdzat, Ze je
EM 1 PQ.

Protoze CD je rovnobézna s tecnou AB, puli oba body dotyku A, B
prislusné oblouky CAM a M BD, takze oba trojihelniky CM A a M DB

jsou rovnoramenné. Je tedy
|xBAM| = |xAMC| = |xACM| = |xEAB|, )
|XABM| = |xBMD| = |<xBDM]| = |xEBA],

coz znamena, ze body E a M jsou soumérné sdruzeny podle osy AB. Je
proto EM 1 AB, a tedy i EM 1 PQ, coz jsme chtéli dokézat.

Jiné FeSeni. VyuZijeme ziejmé rovnosti (1) z pfedchoziho FeSeni.
Ptfimka C'D oddéluje body E a N, takze z vlastnosti obvodovych thla

Obr. 2

v tétivovych ¢tyfuhelnicich NDBM a NM AC plynou rovnosti (obr. 2)
| XNBD| = |« NMD|=180°—|xNMC|=180°— |x NAC| = |[x NAE|.
To znamen4, Ze také ¢tyfuhelnik AN BFE je tétivovy. Je tedy

|xANE| = |<ABE|=|<PDE| a |xBNE|=|xBAE|=|xQCE|.
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To znamend, Ze i ¢tyfthelniky PNDE a CNQE jsou tétivové. Navic
ziejmeé plati

| xANC| = |xAMC| a |xBND|=|xBMD|,

takze
|«xEQC|=|<xENC|=|xEND|=|xEPD,|.

Rovnost |XEQC| = |XEPD]| ovSem znamend, ze trojihelnik PQFE je
rovnoramenny, pii¢emz |EP| = |EQ)|.

2. Danou nerovnost miizeme homogenizovat vhodnou zménou promeén-
nych: Vezméme kladné ¢isla z, y a z tak, aby

(jedna mozna volba je napf. = 1,y = 1/a a z = 1/(ab)). Misto ptvodni
nerovnosti tak dostaneme

(z—y+2)(y—2z+2)(z -z +y) = 2y2.

Protoze kazda dvé z Cisel u = x —y+z,v=y—z4+z,w=2—2x+Yy
maji kladny soucet, je nejvyse jedno z nich zaporné. V takovém piipadé
je ovem uvw < 0 < xyz a nerovnost trividlné plati.

Piedpoklddejme tedy, ze u = 0, v = 0, w = 0. Potom podle nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym primérem plati

Vuw=y/(z—y+2)y—z+2) S s((r—y+2)+(y—2+2) ==

DN =

Podobné plati i vow £ y a vwu £ z, takze vvw < zyz, jak jsme chtéli
dokazat.

Jiné FeSeni (podle Robina Chapmana). Protoze
1 1
b—1+—:b(1——+a),
c b

je

(a—1+%)<b—1+%)—b(aQ—(l—%f)§ba2. (1)



Analogicky plati

(b—l+%)(c—1+é)§cb2 a (c—l+é)<a—1+%)§a02. (2)

Kdyby nyni néktery z ¢initeltt v dané nerovnosti byl zaporny, napf.
a—1+1/b<0,pak a <1 a zdrovenn 1/b < 1, takze c—1+1/a > 0
ab—1+1/c>0.V takovém pfipadé je ovSem dand nerovnost trividlné
splnéna. Jsou-li vSechny t¥i ¢initele nezdporné, miZzeme nerovnosti (1)
a (2) vynasobit a dostaneme, Ze kvadrat levé strany je nejvyse roven
baZch?ac? = 1. Tim je nerovnost dokazana.

Jiné FeSeni (TeSeni Jaroslava Hdgka, na které pfisel po soutézi). Dana
nerovnost je invariantni vuci cyklické permutaci ¢isel a, b, ¢, proto mi-
zeme piedpokladat, Ze je napf. a < 1 a ¢ 2 1 (dokonce bez ijmy na obec-
nosti, protoze dand nerovnost se nezméni po zdméné b — 1/b, ¢ < 1/a),
takze plati

(a—1)(c—1)=20.

To lze zapsat jako ac—a+1 < ¢, zéroven v8ak je ac—a+1=a(c—1)+
+121>0, tedy
0<ac—a+1=Zc

Protoze 1 — (bc — ¢)? < 1, plyne z predchozi nerovnosti nerovnost

(1—(bc—c)*)(ac—a+1) < e,
neboli
(I-bec+c)(l+bc—c)lac—a+1) =g,
1
— - — — <
(1 bc+c)(c+b 1)(ac a+1) 1.

Vydélime-li ted levou stranu posledni nerovnosti ¢islem abe = 1 tak,
ze prvni zavorku vydélime bc a tfeti ¢islem a, dostaneme dokazovanou
nerovnost.



