50. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie A

1. V urné jsou jen bilé a cerné kulicky, jejichZ pocet zaokrouhlen na stovky je 1000.

Pravdepodobnost vytaZeni dvou cernych kulicek je o % vétsi neZ pravdepodobnost

vytaZeni dvou bilych kulicek. Kolik biliych a kolik éernych kulicek je v urné? (Prav-
dépodobnost vytazent kterékoli kulicky je stejnd.)

RESEN{. Necht je v urné n kuliéek, z toho b bilych (a n — b dernych). Potom prav-
dépodobnost vytazeni dvou bilych kulicek je rovna podilu

() o
@ n(n—1)’

zatimco pravdépodobnost vytazeni dvou ¢ernych kulicek podilu

(n;b) _(=h—b-1)

(Z) n(n—1)

Podle zadani dlohy plati rovnost

(n—bn—b-1) bb-1) 17

n(n —1) _n(n—1)+4_3’

kterou lze algebraickymi tpravami zjednodusit do tvaru 43b = 13n (pro n ¢ {0,1} jde
o ekvivalentni rovnice). Odtud vzhledem k nesoudélnosti ¢isel 13 a 43 plyne, Ze pfirozena
¢isla n a b jsou tvaru n = 43k a b = 13k, kde k je vhodné pfirozené ¢islo. Podle zadani
pro ¢islo n plati odhady 950 < n < 1050, z nichz zjistime, ze k € {23,24}. Pro k = 23
vychazi n = 989 a b = 299 (tehdy n — b = 690), zatimco hodnoté k = 24 odpovida
n=1032ab=2312 (tehdy n — b = 720).

Odpovéd: Uloha mé dvé feseni — v urné je bud 299 biljch a 690 ¢ernych, nebo
312 bilych a 720 cernych kulicek.

2. Necht ay, as jsou prirozend ¢isla a necht pro kazdé prirozenén = 2 je ¢islo apny1 01
vetsi nez nejvétst lichy délitel souctu a,,+a, 1. DokaZte, Ze posloupnost a1, as, as, . . .
je od urcitého clenu pocinaje periodickd. Najdéte vsechny takové posloupnosti, jez
jsou periodické uzZ od prvniho c¢lenu.



RESENI. Zvolime-li pfirozena ¢isla aq, as libovolné, jsou vSechny nésledujici ¢leny
as, a4, ... zkoumané posloupnosti jednoznac¢né urceny rekurentnim predpisem

apy1 =14 (ap+an_1)" (n=2,3,...), (1)

kde a* znaci nejvétsi lichy délitel pfirozeného cisla a. Doporu¢me nejdfive feSitelim,
aby pro nékolik ,,pocatecnich“ dvojic a1, as vypocetli tolik prvnich ¢lenti a,,, ze kterych
uz bude jasné, kde za¢ina a jak vypada perioda dotyéné posloupnosti.! Nékolik prikladi
uvadime v nasledujici tabulce.

ay az agz a4 as Gag ar ag ag aig
1 1 2 4 4 2 4 4 2 4
21 4 6 6 4 6 6 4 6
1 2 4 4 2 4 4 2 4 4
1 3 2 6 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 2 4 4 2 4 4 2 4
1 4 6 6 4 6 6 4 6 6
2 3 6 10 2 4 4 2 4 4
3 2 6 2 2 2 2 2 2 2
4 1 6 &8 8 2 6 2 2 2

(Pro vétsi hodnoty a1, as se perioda ¢asto objevi , pozdéji“, jak ukazuje priklad posloup-
nosti 30, 31, 62, 94, 40, 68, 60, 2, 32, 18,26, 12,20, 2,12, 8,6,8,8,2,6,2,2...)

Z4ci si jisté uvédomi, Ze posloupnost vytvorend podle piedpisu (1) je od jistého
¢lenu, feknéme a,,, periodicka, pravé kdyz existuje takovy index m, ze plati

m>n, Qp=0a, a Unpi1 = 0pii- (2)

Vlastni FeSeni ulohy zahdjime tak, ze dokazeme ¢&tyfi tvrzeni (T1) az (T4), ktera
plati pro kazdou zkoumanou posloupnost {a,} a ktera lze vypozorovat z prikladt uve-
denych v tabulce.

(T1) Cislo a,, je sudé pro kazdé n = 3.

Dtikaz (T1) je trividlni: protoze je ¢islo a* liché pro kazdé a, je prava strana rovnosti
v (1) suda.

(T2) Nerovnost a,, < max{an_1,an—2} plati pro kazdé n =2 5.

Diikaz (T2): Protoze pro sudé a plati a* < fa a pro kazdé n = 5 jsou podle (T1)
obé ¢isla a,_1, a,_o suda, plati pro takové n odhad

ap—1 + ap—2

5 < 1+ max{an_1,a,-2}

an =1+ (an—l + an—2)* é 1+

1 Je téméF nemyslitelné fesit takové neobvyklé tlohy bez podobného iivodniho experimentovani. Proto
experimenty patii k vyzkumu v matematice stejné jako v jinych pfirodnich védach.

2



(nebot aritmeticky primér dvou ¢isel neprevySuje vétsi z nich). Zjistili jsme, Ze sudé
¢islo a,, neprevysuje liché ¢islo 1 + max{a,_1,a,_2}, tudiz nepfevysuje ani ¢islo o 1
mensi, ¢islo max{a,_1,a,_2}.

Z dokazaného tvrzeni (T2) plyne, ze kazda zkoumana posloupnost {a,, } ma nejvétsi
¢len (a ten se navic rovna jednomu z ¢isel a1, ag, as, aq). Ukazme, jak snadno jiz odtud
plyne tvrzeni o periodi¢nosti posloupnosti {a,}: znac¢i-li M jeji nejvétsi ¢len, je kazda
z nekoneénd mnoha dvojic (an,an+1) (n = 1,2,3,...) rovna jedné z M? dvojic (a,b),
kde a,b € {1,2,..., M}. Proto existuji dva rizné indexy, feknéme n < m, pro které
plati (an,nt1) = (Gm,Gm+1), tj. podminka (2). Pak ovSem indukci z (1) plyne, Ze
Utk = Qi Pro kazdé k = 0. Proto je posloupnost {a,} periodicka. Prvni ¢ast alohy
je tak vyTesena.

Zduraznéme jesté, ze tvrzeni (T2) neznamend, ze posloupnost {a, } je od nékterého
¢lenu nerostouci (vyvraceji to piiklady z nasi tabulky). Plati ale:

(T3) Existuje index ng (zavisly na posloupnosti {a, }) takovy, ze pro kazdé n = ng
plati rovnost max{a,_1, an—2} = max{a,, a,_1}.

Dukaz (T3): Polozme b,, = max{ay, a,—1} pro kazdé n = 4. Podle (T2) pro kazdé
n = 5 plati a,, < b,,_1, coz spolu s trividlni rovnosti a,,_1 < b,_1 vede k zavéru, ze
b, < b,_1. Posloupnost pfirozenych ¢isel by, bs, bg, ...Jje tedy nerostouci, proto je od
jistého ¢lenu, feknéme b,,,, konstantni. Dtikaz (T3) je hotov.

(T4) Pro kazdé n = ng, kde ng je index z (T3), plati implikace: jestlize a, > an+1,
pak a, — any1 = 2.

Dtikaz (T4): Pokud a,, > a,+1 pro nékteré n = ng, pak a,, = an+1 + 2 podle (T1)
a z rovnosti max{a,41, a,} = max{a,y2, a,11} obsazené v (T3) vyplyva, Ze a,, = an2,
coz podle (1) znamend, Ze a,, = 1+ (a, +a,41)*. Cislo a,, — 1 je tedy délitelem (vétsiho)
¢isla a,, + an41, a tak plati nerovnost a,, + a1 = 2(a, — 1), odkud a,, < ani1 + 2.
ProtozZe plati i obracend nerovnost (viz vyse), je dikaz (T4) ukondcen.

S pomoci tvrzeni (T3) a (T4) ted dokonéime FeSeni ulohy. (Ukaze se, ze vSechny
mozné periodické skupiny ¢lenti 1ze vy¢ist z nasi tabulky.) Uvazujme i nadale libovolnou
zkoumanou posloupnost {a,, } a ji pfislusny index ng z (T3). Mohou nastat dva pfipady:

(i) nerovnost a,, < a,4+1 plati pro kazdé n = ng,

(ii) pro nékteré n = ng plati a, > an41.

V pfipadé (i) z (T3) plyne indukei, ze a,, = ay,, pro kazdé n = ng. Moznou hodnotu
¢ = ap, najdeme podle (1) z rovnosti ¢ = 1 + (2¢)*. Protoze (2¢)* = ¢*, dostavame
¢ = c— 1. Cislo ¢ — 1 je vsak délitelem &isla ¢ ziejmé jen pro ¢ = 2. Zkoumana
posloupnost je tedy tvaru

al,ag,...,ano_1,2,2,27... (3)
V ptipadé (ii) z nerovnosti a,, > a,1 podle (T4) plyne a,, = 2d a a1 = 2d — 2

pro vhodné celé d > 1 (pfipometime, Ze a,, je sudé podle (T1)). Podle pfedpisu (1) pak
dostavame

Unyo =1+ (2d+2d—2)* =1+ (2d — 1) = 2d,
Unyz =1+ (2d—2+2d)* =1+ (2d — 1) = 2d,
pya =1+ 2d+2d)* =1+4d".
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Pro d > 1 ovSem plati 2d > 1 +d 2 1 + d*, a tak a,4+3 > ap+a. To opét podle (T4)
Znamena, ze an43 — ap+q = 2, neboli (2d) — (1 +d*) = 2, odkud 2d — 3 = d* < d, takze
d < 3. V piipadé d = 2 je zkoumané posloupnost tvaru

1,02, .. Gno1,4,2,4,4,2,4,4,2, ..., (4)
zatimco pro d = 3 méa tvar
ai,ag,...,an-1,6,4,6,6,4,6,6,4,... (5)

Dokéazali jsme, ze kaZdd posloupnost ze zadani tlohy je jednoho z tvaru (3), (4), (5).
Odtud jiz plyne, Ze periodické od prvniho ¢lenu jsou pravé ty posloupnosti, které maji
dvojici prvnich ¢lent (aj,as2) rovnu jedné ze sedmi dvojic (2,2), (2,4), (4,2), (4,4),
(4,6), (6,4) a (6,6).

3. V roviné je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC'. Paty vysek z vrcholi A, B oznacme
po Tadé A1, By. Tecény kruznice opsan€ trojuhelniku C'A1B; sestrojen€ v bodech
A1, By se protinaji v bodé M. Dokazte, Ze kruznice opsané€ trojiuhelnikim AM B,
BMA,, CAy1B; prochdzeji jednim bodem.

RESEN{. Ozna¢me k kruznici opsanou trojuhelniku CA;B;. V prvni ¢asti feSeni
ukézeme, ze bod M z textu tulohy je stfedem strany AB. ProtoZe trojuhelnik ABC je
ostrouhly, lezi paty Ay, B prislusnych vysek uvniti odpovidajicich stran. S ohledem na
symetrii dané situace sta¢i uvazovat jen tec¢nu t ke kruznici k sestrojenou v bodé Aq,
oznadit X jeji prisecik s pfimkou AB a dokazat rovnost |[AX| = |BX| (obr.1).

A
B
k
X
6 .
B A C
Y
t
Obr. 1

Oznacme jesté Y libovolny vnitini bod polopfimky opacné k polopfimce A;X.
Protoze jsou oba tuhly AA,B a BB A pravé, je ¢tyfuhelnik ABA;B; tétivovy, a tak
plati |FAB1A;| = 180° — |FABA;| = 180° — 3, kde jako obvykle g8 = |<ABC|.
Proto ma obvodovy thel A; B1C v kruznici k nad tétivou A,C velikost |4 A;B1C| =
= 180° — |[FAB1A;| = 180° — (180° — ) = [, stejnou velikost mé i pfislusny tse-
kovy tihel Y A;C.? Protoze tthly X A; B a Y A;C jsou vrcholové, dohromady dostavame

2 K pojmu tsekového thlu a jeho shodnosti s obvodovym tihlem viz S. Horak: Kru#nice, SMM 186,
MF, Praha 1966, str. 3—7.



|[9XA1B| = |[SYA1C| = |9A1B1C| = B (tyto shodné ahly jsou na obr.1 vyznaceny
obloucky). Zaroven plati i |[SXA1A| = |[FXAA;| = 90° — (. Zjistili jsme, Ze tecna t
protne pfimku AB v takovém bodé X, pro ktery jsou trojuhelniky BA; X a A1AX
rovnoramenné, tj. |BX| = |A; X| = |AX].

Dokézali jsme, ze bod M (prusecik tecen ke kruznici k& s body dotyku A; a Bj)
splyva se stfedem strany AB. Ozna¢me nyni ki a ko kruznice opsané po fadé trojiahel-
nikim AM By, a BMA; a Sy, S jejich stfedy (obr.2). Jednim prtseéikem kruznic kq

Obr. 2

a ko je bod M, druhy prusecik ozna¢me N. Protoze body S, S lezi v poloroviné ABC,
lezi v ni i bod N, nebot je soumérné sdruzeny s M podle stfedné S1.55. Nasi tilohou je
dokazat, ze bod N lezi na jedné kruznici s body Ay, B; a C.

Jak uz vime, je trojuhelnik BA;M rovnoramenny, a protoze | BBiM| = 90° —
—a < = |4 BA; M| (tato nerovnost je ekvivalentni tomu, Ze v < 90°), lezi bod By vné
kruznice ks. To znamené, ze kruznice ko musi protinat kruznici k; v tom jejim oblouku
nad tétivou M By, ktery odpovida obvodovému thlu 180° — «. Analogicky zjistime, ze
bod A; lezi vné kruznice k1, takZe prusecik IV lezi na oblouku kruZnice ko prislusného
tétivée M A; a obvodovému thlu 180° — (5. Protoze zaroven

[XBINM|+ |3 AL NM| = (180° — o) + (180° — B) = 360° — (v + 3) = 180° + > 180°,

musi bod N lezet uvnitf trojuhelniku A; By M (pfimka A;B; tedy oddéluje body C
a N). Protoze a + 3+ v = 180° (kde v = |4 A1CB4]), plyne odtud, Ze ve ¢tyiuhelniku
A1CB1N je soucet vnitinich thlt u protilehlych vrchold C' a N roven 180°, a tak je
tento Ctyruhelnik skutec¢né tétivovy.

4. V oboru redlnych cisel Teste soustavu nerovnic
sinz + cosy = V2,
siny + cosz > V2,
sinz + cosx = V2.
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RESEN{. Se¢tenim vSech t¥1 danych nerovnic dostaneme nerovnost
(sinx + cosz) + (siny + cosy) + (sin z + cos z) > 3v/2. (1)

Na druhou stranu pro kazdé realné ¢islo ¢ plati®

2 2 4
:\/ﬁsin<t+£> <2,

2 2
sint + cost = \/5(£ sint + £cosi&) = ﬂ(sintcosg +costsinE> =
(2)

nebot sin (t + %) < 1; pfitom rovnost v druhém fadku (2) nastane, pravé kdyz t + § =
= 5 + 2km, neboli ¢t = § 4 2kn pro nékteré celé cislo k. Sectenim tii odhadii (2) pro
t=ux,t=1y at =z dostaneme nerovnost

(sinz 4 cosx) + (siny + cosy) + (sinz + cos z) < 3v/2. (3)

Zduraznéme, Ze nerovnost (3) plati pro libovolnou trojici redlnych ¢isel (x,y, z), zatimco
opacna nerovnost (1) plati pro kaZdé teseni puvodni soustavy. Tak zjistujeme, Ze ne-
rovnost (1) mize byt splnéna jediné jako rovnost, coz se podle predchoziho stane, pravé
kdyz ¢isla z, y, z budou tvaru

T T T
z=7 + 2k, y= 1 + 2komt, 2z = 1 + 2ksnt (K1, ko, k3 € Z).
Dosazenim do ptuvodni soustavy se snadno presvédc¢ime, ze kazda takova trojice cisel
(z,y, z) je skuteéné Fesenim, plati pro ni totiz

sing = cosz =siny = cosy =sinz =cosz = —-.
(Zminka o zkousce byla nutna, protoze nerovnost (1) je pouze dusledkem zadané sousta-
vy: nemohli jsme vyloucit, Ze pro nékterou trojici ¢isel (z,y, z) plati (1), avsak neplati
nékterd ze tii ptivodnich nerovnosti.)

Pozndmka. Nerovnost (2) mtzeme snadno ziskat z nerovnosti mezi aritmetickym
a kvadratickym primérem:

[ o2
) . sin”t + cos? t
sint 4 cost < [sint| + |cost| < 2 —y = V2.

K feSeni tulohy lze misto (1) vyuzit i jinych dusledka dané soustavy. Ptepisme
napiiklad prvni z danych nerovnic do tvaru sinz = v/2 — cosy. Plati-li tato nerovnost,

3 Provedeme tpravu, kterou béZzné pouzivame pfi feSeni rovnic typu asint + bcost = c¢. Jind moZnost
je pouzit nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym primeérem, viz pozndmku na konci feseni.
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plati i umocnéna nerovnost sin?z > (v/2 — cosy)?, nebof /2 — cosy > 0 pro kazdé
y € R. Se¢tenim tii nerovnosti

sinz > (V2 — cosy)?, sin®y = (V2 — cos 2)?, sin® 2 > (V2 — cosz)?
dostaneme po Upravach nerovnost
0= (1 — \/§COS(L‘)2 + (1 — \/5(:osy)2 + (1 — \/5(:052)2,

ze které uz plyne vse potiebné.

Reseni tlohy mtzeme zahajit jesté jednim zptisobem. Umocnéme nejdiive kazdou
ze ti1 danych nerovnic na druhou (jde o dusledkovou tpravu, nebot mensi (prava) strana
nerovnice je kladnd) a pak je se¢téme. Po snadné tpravé vyjde nerovnost

2sinz cosy + 2sinycosz + 2sinzcosx = 3.

O obecné platnosti opacné nerovnosti se presvédc¢ime tak, ze kazdy ze tifi ¢lent na
levé strané odhadneme shora pomoci ,klasické“ nerovnosti 2uv < u? + v? (jez je ostra
v pripadé u # v):

2sinxcosy + 2sinycosz + 2sinzcosx <

< (sin? 2 + cos? y) + (sin® y + cos® z) + (sin? z + cos® z) = 3.
(Tak odvodime nutné podminky sinx = cosy, siny = cos z, sin z = cos z, za kterych je
feSeni puvodni soustavy jiz trividlni tlohou.)

5. Najdéte vsechny funkce f: R — R takové, Ze pro vsechna redlnd cisla x, y plati

2+ + 2f (xy) = flz+y) - (f(2) + f()).

Mnozi studenti patrné nikdy funkcionalni rovnice neresili, proto jim nejdiive vysvét-
lime, Ze z rovnice pro neznamou funkci f, ktera plati pro libovolné hodnoty proménnych
x a y, ziskdvame dulezité informace o funkci f casto tak, ze do dané rovnice za jednu
nebo obé z proménnych x, y dosadime vhodna ¢isla (pfedem ovSem vétsinou nevime, zda
takové dosazeni bude pfinosné, ¢asto proto ,,dosazovaci proceduru“ nékolikrat opakuje-
me, dokud néco vyznamného nezjistime). Iustrujme to velmi jednoduchym piikladem:
najdeme vSechny funkce f: R — R takové, Ze rovnost f(x + y) = = + f(y) plati pro
libovolné =,y € R. Dosadime-li do dané rovnosti x = 0, zjistime, ze pro kazdé y € R plati
f(O+1y) =0+ f(y). Je to zklamani: vysla ndm ,nicnefikajici“ rovnost f(y) = f(y).
Zato po dosazeni y = 0 do puvodni rovnice dostaneme f(z 4+ 0) = = + f(0), neboli
f(xz) = = + f(0). Podtrhnéme, Ze posledni rovnost plati pro kazdé = € R; muzeme ji
proto preéist jako predpis pro vypocet libovolné hodnoty hledané funkce f: ¢éislo f(x)
dostaneme, kdyz k prislusnému x pfi¢teme jistou (prozatim neznamou) konstantu f(0).
To znamena, Ze neznama funkce f je uz témér ,odhalena“: je to funkce urcena pred-
pisem f(x) = z + ¢ (x € R), ve kterém jesté nezname ¢&islo ¢ (z predchoziho vime, ze
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= f(0), uvédomime si to ostatné, kdyz do nalezeného predpisu f(x) = x + ¢ dosadime

= 0). V této chvili pfirozené vznika otézka, pro které ¢ € R je funkce f(x) = x + ¢
(x € R) feSenim nasi ulohy? Odpovéd jednoduse najdeme tak, Ze provedeme ,zkousku*:
do dané rovnice f(x +y) = x + f(y) dosadime za funkéni hodnoty f(z + y), f(y) po
fadé vyrazy (r +y) + ¢ a y + ¢. Dostaneme tak rovnost (z +y) + ¢ = z + (y + ¢).
Otézka ted zni: pii jakém ¢isle ¢ je posledni rovnost splnéna pro libovolnd z,y € R?
Samoziejme, ze pii libovolném ¢ € R! Proto je hledanych funkci f nekone¢né mnoho
a jsou to prave funkce urcené predpisem f(x) = z+c, kde ¢ je libovolna konstanta. Tolik
na uvod k problematice funkcionalnich rovnic, dalsi informace pro fesitele MO lze ¢erpat
z brozur F. Neuman: Funkciondlni rovnice, SNTL, Praha 1986; J. Smital: O funkcidch
a funkciondlnych rovniciach, Alfa, Bratislava 1984; L. Davidov: Funkciondlni rovnice,

SMM 55, MF, Praha 1984.
Vlastni feseni funkciondlni rovnice
?+ P +2f(ay) = flz+y) (f(@)+ ) (=,yeR)

zahajime tak, ze vypiSeme prehled vSech vysledkti dosazeni, které budeme dale potte-
bovat (pismeno a znadi libovolné realné ¢islo):

(D1) z=0,y=0: £(0) = (£(0))?,

(D2) z=0,y=a: a® +2f(0) = f(a) - (f(a) + £(0)),
(D3) z=a,y=a: a® + f(a?) = f(a) - f(2a),

(D4) z=a,y=—a: 2a*+2f(=a®) = f(0)- (f(a) + f(—a)),
(D5) z=1y=1: 1=f(1)-(f(2)—1).

(Nékteré rovnosti jsme drobné algebraicky upravili.)

Z (D1) plyne, 7e ¢islo f(0) je feSenim rovnice t = t2, je to tedy &islo ¢t = 0 nebo
t = 1. Diskutujme obé moznosti oddélené.

(i) Piipad f(0) = 0. Dosadime-li f(0) = 0 do (D2), dostaneme a? = (f(a))?, odkud
f(a) = a nebo f(a) = —a pro kazdé a € R. Zdiraznéme, ze zatim nevime, zda pro
vSechna x plati stejny z obou predpisi f(z) = x resp. f(x) = —x (vime, jen, Ze existuje
A C R tak, ze f(x) = x pro kazdé v € A a f(x) = —z pro kazdé x € R\ A).

Ukazme nejprve, ze predpis f(xz) = z plati pro vSechna nekladna x: dosadime-li
f(0) = 0 do (D4), dostaneme rovnost f(—a?) = —a?, takze f(x) = x pro vsechna ta
realna ¢isla z, ktera se daji zapsat ve tvaru z = —a? s vhodnym a € R, a to jsou viechna
nekladnd z. Nyni zdavodnime, pro¢ f(z) = x rovnéz pro vSechna kladna z: kdyby
totiz pro nékteré a # 0 neplatilo f(a?) = a2, platilo by podle predchoziho odstavce
f(a?) = —a?, a tak bychom podle (D3) méli f(a)f(2a) = 0, coz je ale ve sporu s tim,
Ze obé ¢isla f(a) a f(2a) jsou nenulova (jsou to ¢isla +a resp. £2a, pfedpoklad ale byl,
ze a # 0). Tim je dokédzano, ze f(x) = x pro kazdé x. Dosazenim se snadno ovéii, ze
takova funkce je skute¢né fesenim nasi tlohy.

(ii) Pfipad f(0) = 1. Po dosazeni f(0) = 1 do (D2) dostaneme pro hodnotu f(a)
kvadratickou rovnici (f(a))? + f(a) — a®> — 2 = 0. Jejim feSenim zjistime, Ze

fa) e {—1+\/4a2+9 —1—V4aZ+9

5 , 5 } pro kazdé a € R.



Specialné pro a = 1 a pro a = 2 vychéazi

f(l)e{‘lzm,‘l‘zm} a J(2)€ (2,3}

odkud plyne, Ze ¢islo f(1) je iracionélni, zatimco ¢islo f(2) — 1 je racionélni a rtizné od
nuly. Proto je soucin f(1)-(f(2) — 1) iracionalni, coz je ve sporu s (D5). Hledana funkce
f spliujici podminku f(0) = 1 tudiz neexistuje.

Odpovéd: Danou funkciondlni rovnici splituje jedind funkce f: R — R, a to funkce
uréené predpisem f(z) = x pro kazdé = € R.

6. Sestrojte lichobézinik ABCD, jsou-li dany délky jeho ramen |BC| = 4,5 ¢cm, |DA| =
= 3 cm a velikost 75° 4hlu, ktery sviraji primky BC a AD, plati-li navic |AB| -
-|CD| = |AC|?.

PrvNI RESENI. Rovnost ze zadani pfepiSme jako |AB| : |CA| = |AC| : |CD|. Tato
uméra spolu s rovnosti st¥idavych thlt BAC a ACD (obr. 3) znamena, Ze trojuhelniky

X

Obr. 3

BAC a ACD jsou podobné podle véty sus. Protoze strany BC' a AD si v této podobnosti
odpovidaji a podle zadani plati |BC| : |AD| = 3 : 2, plati rovnéz |AB|: |[CA| =3 :2
a|AC|: |CD| = 3 : 2. Vynasobenim poslednich dvou rovnosti dostaneme |AB| : |CD| =
= 9 : 4, takze zakladna AB lichobézniku ABCD je delsi nez zakladna C'D. Proto se
protinaji polopfimky AD a BC, jejich prusecik ozna¢me X . Podle zadani méa thel C X D
velikost 75° nebo 105°.

Trojuhelniky ABX a DCX jsou podobné podle véty uu a podle predchoziho plati
|AB| = 2|DC]|, proto rovnéz |AX| = 2|DX|. Dosadime-li sem za |AX| soudet |AD| +
+ |DX]|, vyjde |DX| = 2|AD| = 2,4cm. Analogicky |CX| = 2|BC| = 3,6 cm.

Konstrukce:

1. Trojihelnik CDX: |DX|=24cm, |CX|=3,6cm, [DXC| € {75° 105°},
2. bod A: A lezi na polopfimce opacné k DX, |AD| = 3 cm,

3. bod B: B lezi na polopfimce opa¢né k CX, |BC| = 4,5 cm.
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Nyni je tfeba ukazat, Ze takto sestrojeny ctyituhelnik ABCD méa vSechny pozado-
vané vlastnosti (tj. provést dukaz sprdavnosti konstrukce). Pfedné body 2 a 3 konstrukce
zarucuji, ze strany BC' a AD maji predepsané délky. Podle bodu 1 sviraji pfimky BC
a AD predepsany thel a plati

|AX|=|AD|+|DX|=54cm a |BX|=|BC|+|CX|=8lcm,

a tak je pomér |[AX|: |BX| roven 2 : 3 stejné jako pomér |[DX| : |CX]|. Trojahelniky
ABX a DCX jsou tudiz stejnolehlé, proto jsou tusecky AB a CD rovnobézné. Tak
jsme ovétili, ze ABCD je lichobéznik se zékladnami AB, C'D. Z rovnosti poméra |AX| :
:|BX|=2:3=|CX]|:|AX]| plyne podobnost trojihelniki ABX a CAX (se spoleénym
thlem pii vrcholu X)), takze tthly ABX a CAX (neboli thly ABC a C AD) jsou shodné.
Protoze jsou shodné rovnéz (stiidavé) thly BAC a ACD, podle véty uu zjistujeme, zZe
jsou podobné trojuhelniky ABC a CAD. Proto plati |AB| : |CA| = |AC| : |CD|, tudiz
|AB| - |CD| = |AC|?. (Posledni rovnost lze dokdzat také tak, Ze délky tisecek AB, CD
a AC vyjadiime podle kosinové véty pro trojuhelniky ABX, CDX resp. ACX.) VSechny
pozadované vlastnosti sestrojeného ¢tyiuhelniku ABCD jsou tak ovéreny.

DRUHE RESENi. Zadané rovnost |AB|-|CD| = |AC|? evokuje otazku, zda nelze
ulohu Fesit pomoci tvrzeni o mocnosti bodu ke kruznici (viz navodnou tlohu nize).
Ukazme, ze je tomu skutecné tak.

Pfedpokladejme nejprve, ze |AB| > |C'D| a ozna¢me X pruse¢ik polopfimek AD
a BC. Vhodnym bodem FE zékladny AB doplime trojihelnik ACD na rovnobéz-
nik AECD (obr.4).* Viimnéme si, Ze v trojihelniku BCE zname délky stran BC,

A E\ /B
Obr. 4

EC (JEC| = |AD|) a velikost thlu BCE (|[4BCE| = |94CXD]|). OpiSme tomuto
trojuhelniku kruznici a ozna¢me ji k. Protoze |AE| = |CD|, lze zadanou rovnost
|AB|-|CD| = |AC|? zapsat jako |AB|-|AE| = |AC|?. Podle tvrzeni z nadvodné tilohy to
znamena, ze piimka AC' je te¢nou ke kruznici k. Tim je rozbor pripadu |[AB| > |CD|

4 To je dosti obvykly obrat v situaci, kdy jsou ddny délky ramen lichobézniku a tihel, ktery tato ramena
sviraji.
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ukonc¢en. V pfipadé |AB| < |CD| sta¢i v rozboru provést dvé zmény: bod X je pru-
seCikem polopfimek DA a CB, bod E lezi na polopfimce opa¢né k BA (nikoliv na
zakladné AB).

Konstrukce:

1. Trojahelnik BCE: |BC| =4,5cm, |[EC| = 3cm, |<BCE| € {75°,105°},
2. kruznice k opsand trojuhelniku BCE,

3. tecna t ke kruznici k v bodé C,

4. bod A: A€ BENt,

5. bod D: AECD je rovnobéznik.

(Protoze dle zadani plati |[BC| > |EC|, padne bod A pfi konstrukci podle bodu
4 na poloprimku opa¢nou k EB. Bod E bude tedy nalezet usecce AB, takZze nastane
ptipad |AB| > |CD|.)

Pfi ditkazu spravnosti konstrukce opét vyuzijeme tvrzeni z ndvodné ulohy (v opac-

ném ,sméru®, nez tomu bylo v rozboru): protozZe je pfimka AC' teénou kruznice k, plati
rovnost |AB| - |AE| = |AC|?. Zbytek diitkazu je trividlni.

NAVODNA ULOHA:

Je-1li kruznice k opsana trojuhelniku K LT a lezi-li bod M na pfimce KL vné tsecky KL, pak
rovnost |MK| - |ML| = |MT|? plati, pravé kdyz je piimka MT te¢nou kruznice k. Dokazte.
[S. Horék: Kruznice, SMM 16, MF, Praha 1966, str. 45-48.]
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