50. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie B

1. Reste v oboru kladniyjch c&isel soustavu rovnic

3z + y10 = 998,06,
r10 + 2y = 723 .4,

v niZ x19 a Y19 oznacuji po Tadé cisla x a y zaokrouhlend na desitky.

RESENI. Necht

r=x10+m, y=vywo+n, —HZm,nIHh, (1)
a =3xi0+ Y0, b=z10+ 2y10. (2)

Cisla a, b jsou nasobky deseti a piivodni soustavu rovnic miizeme piepsat ve tvaru
a = 598,6 — 3m, b="723,4 — 2n. (3)

Cisla m, n jsou z intervalu (—5,5), proto a € {590,600,610} a b € {720,730}. Déle
ze (2) dostavame
r10 — %(2&—()), Y10 = %(3[)—@) (4)

Vidime, ze ¢isla 2a — b a 3b — a museji byt délitelna padesati, a proto prichazeji v ivahu
jen dvojice [a,b] = [590, 730], [a,b] = [610, 720]. Nalezené hodnoty ¢isel a, b postupné
dosadime do (4) a (3). Pomoci (1) uréime z a y:

V prvnim ptipadé je z19 = 90, y19 = 320, m = %, n=-33, = % = 92,86
a y = 316,7, ve druhém x19 = 100, y19 = 310, m = -3,8, n = 1,7, = 96,2 a y = 311,7.

POMOCNE ULOHY:
1. V oboru reélnych &isel feste rovnici 323 — [x] = 3. [40-B-1-1]
2. Dokazte, ze funkce f(x) = kxz — [z] definovand na mnoziné R neni pro k > % prosta.
[40-B-I1-1]

2. Na povrchu krychle ABCDEFGH je sestrojena lomend c¢ara sloZend ze ¢tyr shod-
nych iusecek ve stéenich ABFE, BCGF, CDHG a GHEF, kterd vychdzi z vrcholu
A a konci ve vrcholu E. Urcete, v jakém poméru déli tato lomend c¢ara hranu CG.

RESEN{. Ozna¢me K, L, M body dané lomené ¢ary, jez po fadé lezi na tsekach
BF, CG, GH. Délku hrany krychle polozme rovnu jedné a patu kolmice z bodu K na
hranu CG oznacme P (obr.1). Pravouhlé trojuhelniky AK B, KLP a EM H se shoduji
v pteponach AK, KL a EM a v jednotkovych odvésnach AB, KP a EFH. Jsou tedy
podle véty Ssu shodné a plati |BK| = |LP| = |M H| = u. Z pravothlych trojuhelnikt
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LMG a ABK (|GL| = 1 —2u, |GM| = 1 — u) vyjadfime pomoci Pythagorovy véty
druhé mocniny délek jejich pfepon a porovname je: 1 + u? = (1 — u)? + (1 — 2u)%.

Rovnice ma jediny kofen mensi nez 1: u = (3 — V/5). Pomér |CL| : [LG| = 2u :
: (1 —2u) = (V5 — 1) je roven poméru zlatého fezu.

Pro polohu bodu L na hrané C'G je jesté jedna moznost, znazornéna na stejné casti
sité krychle na obr. 2. Zfejmé jsou pak body C a L totozné a u = |BK| = |GM| =
= |MH| = 3, pfi¢em# pomér |CL| : |LG| vyjde nulovy.

DopLNuJici ULOHY:

1. Je déana krychle ABCDEFGH, U je stfed jeji horni stény EFGH, V je stfed jeji
predni stény ABFE. Sestrojte na povrchu krychle lomenou ¢aru VXY U slozenou ze

t¥i shodnych tsecek a prochéazejici pres sténu BCGF.
2. Je dan pravidelny ¢étyfstén ABCD, P je tézisté trojuhelniku ABC, @Q stifed usecky

Vv

Gary spojujici po povrchu &étyfsténu body P a @, jestlize tato ¢ara prochdzi a) pies
stény ABC, ABD, b) pfes stény ABC, BCD, ABD, c) pfes stény ABC, BCD, ACD,
ABD. [Obé ulohy viz Hradecky, Koman, Vysin: Nékolik dloh z geometrie jednoduchych
téles, SMM 1, MF, Praha 1963, 1977.]

3. Do kazZdého pole ctvercové tabulky n X n vepiseme jedno z cisel 1,2,...,n tak, aby
v kazdém vadku i v kazdém sloupci byla bud vSechna ¢&isla stejnd, nebo vSechna
ruznd. Prikladem pro n =5 je ndsledujici tabulka

DN | [k W] ot
(G20 R GV AN
ot N W=
]| ot W (N
WlWwW| W|Ww|w

Oznacme S soucet vsech cisel tabulky. Kolik riznych hodnot S pro dané n existuje?

RESENI. Podle zptisobu obsazeni fadki rozdélime vSechny zkoumané tabulky do tii
skupin:

(a) V zaddném tadku tabulky neni n stejnych ¢isel. S¢itanim ¢isel po fadcich v této
situaci zjistime, ze

S=n(1+2+...+n)=%n2(n+1). (5)
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(b) V pravé jednom fadku tabulky je n stejnych ¢isel a. V kazdém z ostatnich fadku
jsou ¢isla 1,2, ..., n, takze S=na+ (n—1)(1+2+ ...+ n) a po upravé

S:na—}—%n(nz—l), ac{l,2,....,n} (6)

(c) V nékterém fadku tabulky je n stejnych ¢isel b a v jiném n stejnych cisel c.
Pokud je b = ¢, vyskytuje se ¢islo ¢ v kazdém sloupci aspon dvakrat, a tedy praveé
n-krat. V tom pripadé plati

S =n’c, ce{l,2,...,n}. (7)

Pokud jsou b, ¢ rtizna cisla, jsou i v kazdém sloupci tabulky dvé riizna cisla, a tedy
jsou v ném vsSechna ¢isla navzajem rizna. S¢itanim po sloupcich zjistime, Ze soucet S
mé hodnotu (5).

Dosazenim daného n a postupné vSech moznych hodnot ¢isel a, ¢ do vztahu (5), (6)
a (7) dostaneme celkem 2n + 1 souctd, z toho n sou¢tu typu (6) je navzajem ruznych
a m souctl typu (7) je navzdjem riznych. Musime tedy jesté vySetfit, zda neni mozna
pro néjaké hodnoty ¢isel a, ¢ rovnost souctu (5) a (6), nebo (5) a (7), nebo (6) a (7).
V prvém piipadé z rovnice 3n%(n+1) = na+ in(n?—1) zjistime, Ze rovnost nastane
pro a = 3(n + 1), to znamen4, jen kdyz n je liché.

Ve druhém piipadé dojdeme analogicky k zavéru, ze (5) a (7) se rovnaji opét jen
pro n liché a ¢ = 3(n +1).

Ve tietim pripadé upravime rovnici na+in(n?—1) = nc na tvar 2a—1 = n(2c—n),
z néhoz plyne, ze pokud takova dvé ¢isla a,c € {1,2,...,n} existuji, je ¢islo n nutné
liché a ¢islo 2a — 1 je jeho ndsobkem. Je vSak 2a — 1 < 2n — 1, proto muze byt jediné
2a—1=na2c—n=1 0Odtud a=3(n+1)=c

Shrnutim vSech tfi situaci mizeme konstatovat, ze pro n sudé je vsSech 2n + 1
souctl S rtznych, kdezto pro n liché se mezi témito soucty vyskytuji prave tii stejné.

Odpovéd’: Soucet S vsech ¢isel tabulky nabyva bud 2n+ 1 hodnot (kdyz n je sudé),
nebo 2n — 1 hodnot (kdyz n je liché).

POMOCNA ULOHA:
Dokazte, ze pro soucet Sy prvnich n prirozenych cisel plati:

1
Sn:1—|—2—|—...—|—n:§n(n—|—l).

4. Necht k je kruznice opsand trojuhelniku ABC, D je prisecik téZnice na stranu AB
s kruznici k. Tecny ke kruznici k v bodech A, B, C, D wvytvareji ctyriuhelnik PQRS.
Zjistéte, pro které trojuhelniky ABC' je ctyruhelnik PQRS tétivovy.

RESEN{. Necht O je stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC. P¥i oznadeni podle
obrazku 3 jsou thly PAO a PDO pravé a velikost stiedového tthlu AOD je dvojna-
sobkem velikosti prislusného obvodového thlu ACD. Ve ¢tytuhelniku APDO je tedy
|[XAPD| = 180° — 2|3 ACD|. Analogicky |SBRC| = 180° — 2| BAC]|. Ctyithelnik
PQRS je tétivovy, pravé kdyz |4 SPQ| + |4 SRQ| = 180°, tj. 180° — 2| ACD|+ 180° —
— 2|4 BAC| = 180°. Odtud vychazi pro to, aby ¢tyfuhelnik PQRS byl tétivovy, nutna
a postacujici podminka | ACD|+ |4 BAC| = 90°. Pii oznaceni podle obr. 3 to znamena
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|[SACE| 4+ |4 EAC| = 90°, tj. téznice C'D je kolmé na AB, jak je vidét z trojuhelniku
ACE. Je tedy |AC| = |BC/, protoze trojuhelniky AEC a BEC' jsou shodné podle véty

sSus.

Zdavér: Ctyfahelnik PQRS je tétivovy jen tehdy, je-li trojihelnik ABC rovnora-
menny se zakladnou AB.

POMOCNE ULOHY:

1. Dokazte, ze v trojuhelniku ABC je téznice AS kolma na stranu BC, pravé kdyz plati
|AB| = |AC]|. [Je-li AS kolma na BC, jsou trojuhelniky ABS a ACS shodné podle
véty sus, a proto |AB| = |AC)|. Plati-li naopak |AB| = |AC|, jsou trojuhelniky ABS
a ACS shodné podle véty sss. Pak ale |[XASB| = |XASC| a |[$ASB|+|XASC| = 180°.
Tedy |[XASB| = |[XASC| = 90°.]

2. Dokazte, ze obrazy ortocentra trojihelniku v osovych soumérnostech podle jeho stran
lezi na kruznici tomuto trojuhelniku opsané. [Necht P a @ jsou po fadé paty vysek
z vrcholi A a B v ostrothlém trojuhelniku ABC, jehoZ ortocentrum je V. Ta tétiva
kruznice opsané, kterd lezi na stejné primce jako usecka AV, necht je AD. S vyuzi-
tim vlastnosti obvodovych thlia a podobnosti pravouhlych trojahelnikt ACP a BC'Q
dostavame: |[XVBP| = |[XQBC| = |[XPAC| = |DAC| = |¥DBC| = |¥DBP)|. Troj-
thelniky VBP a DBP se tedy shoduji ve vnitfnich thlech pfi vrcholu B, v pravych
thlech pfi vrcholu P a ve spole¢né odvésné BP. Jsou tedy shodné a bod D je obrazem
ortocentra V' v soumeérnosti podle pfimky BC.

V pripadé, kdy je naptiklad tthel BAC tupy, se postupuje podobné. Je vSak zapotfebi si
uvédomit, ze bod D muze lezet uvnitf poloroviny AC B, nebo uvniti poloroviny opac¢né,
nebo mohou byt body A, D totozné. Pro pravoihly trojuhelnik ABC je dikaz zfejmy.]

3. Uhlopticky daného tétivového &tyiuhelniku ABCD jsou navzijem kolmé a protinaji se
v bodé E. Oznacme M prusecik kolmice z bodu E na stranu AB s protilehlou stranou
CD. Uréete pomér obsahii trojuhelniki CME a MDE. [44-B-11-4]

5. Urcete vsechny polynomy P(x), které pro kazZdé redlné cislo x splniuji rovnost
P(2z) = 8P(x) + (z — 2)%.

RESEN{. Stupeii polynomu P je aspoii dva. Necht nejprve P(r) = ax? + bz + c.
Dosazenim tohoto vyjadreni do vztahu v zadani dostavame

4ax® + 2bx + ¢ = (8a + 1)z + (8b — 4)x + 8c + 4.
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Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin x na levé a pravé strané dostaneme 4a =
=8a+1,2b=8—-4ac=8c+4.0dtuda=—3,b=2 c=—12.

Je-li dale stupen n polynomu P vétsi nez dva, zjistime analogicky, Ze jeho ¢len
a,x"™ s nejvyssi mocninou x spliuje vztah 2"a,, = 8a,,, tedy n = 3, pficemz a,, # 0 je
libovolné. Koeficienty mnoho¢lenu P u mocnin z2, 2! a 2° vyjdou stejné jako v piedchozi
situaci.

Celkovy zdver: P(z) = az® — 12 + 22 — 2, kde a je libovolné redlné &slo.

POMOCNE ULOHY:

1. Metodou neuréitych koeficientt rozlozte polynom z* + 1 na sou¢in dvou kvadratickych
trojclenti.

na tvar a + bv/2 + cv/3 +

4
2. Metodou neurcitych koeficientd upravte vyraz ———
1+v2+v3

+dv/6, kde a, b, ¢, d jsou racionélni &isla. [Obé tlohy viz M. Hejny: Tedria vyucovania
matematiky, SPN, Bratislava, 1990, str. 150.]

6. Sestrojte trojihelnik ABC' s obsahem 18 cm? a ndsledugici vlastnosti: obvod kazdého
pravouhelniku K LM N, jehoZ vrcholy K, L lezi na usecce BC' a body M, N po radé
na useckach AC, AB, je roven trem pétinam obvodu trojuhelniku ABC.

RESEN{. Uvazujme dva pravothelniky K LM N, KL, M;N; vepsané do trojihel-
niku ABC uvedenym zpusobem. Necht |KL| <

< |K1L4|. Ozna¢me Z prusecik rovnobézky s AC A
vedené bodem N s tuseckou Ny Mi, Q patu vysky |
z vrcholu A na stranu BC' a X, Y pruseciky hranice :
pravouhelniku KLMN s tseckou Ny M; (obr.4). |
Obvody obou pravothelnikti jsou si rovny, prave R:

M

kdyz |[N1X| + [Y M| = [NX|. To je ekvivalentni N |
s podminkou [N X| = |N1Z|, nebot | X Z| = |Y M. |
Trojuhelniky BCA, N1ZN i NM A si jsou podob- '
né, proto a = v,. A protoze S =a - v, = 18 cm?, Ny X,) Z |Y M,
|
A

2
plyne odtud rovnost a = v, = 6 cm.

Obvod pravothelniku KLMN je 2|[NM| +

+ 2‘KN| = 2|AR’ + 2’RQ| = 2’Ua = 2a = 12cm. B Kl K QLLlC
Obvod 2s trojuhelniku ABC' je proto g -12cm =
=20cm. Odtud b+ ¢ =2s —a = 14 cm. Obr. 4

Méame tedy sestrojit trojuhelnik ABC, je-li
dano a, v,, b+ c.

Uvedeme nékolik postupti feseni.

1. moznost: Snadno vypoéteme s = 10 (cm), s —a = 4, s —b = 10 — b, s —
— ¢ = b — 4. Po dosazeni do Heronova vzorce pro obsah trojihelniku ABC dostaneme
/40 - (10 — b) - (b — 4) = 18, coz vede po tipravé na kvadratickou rovnici 1062 — 1400 +
+ 481 = (. Vyfesenim obdrzime

3 3 3 3
2 ¢=T———, nebo b=T— ——, c=T+
V10 V10 V10

ODbé feseni vyhovuji a snadno je ze znamych délek stran sestrojime. Délku d = 3/+/10
nalezneme eukleidovsky jako ¢tvrtou geometrickou tmeérnou tak, ze vztah prepiseme

b=7+
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na tvar d : 1 = 3 : v/10. Nejdiiv ovsem sestrojime /10 nap¥. pomoci Eukleidovy véty
o vysce.

2. moznost: Necht k(O,r) je kruznice vepsana trojuhelniku ABC a T jeji bod
dotyku se stranou AC' (obr.5). Pravouhly trojuhelnik AOT muzeme sestrojit, nebot
zname délky jeho odvésen |AT| =2 =s—a =4cm, |TO| =r = S/s = 1,8cm, dale
kruznici k£(O,r) a nad pfeponou AO jesté jeden pravouhly trojihelnik s odvésnou AE
délky v, — r = 4,2cm. (Tento trojuhelnik zfejmé existuje — vypoctem délky prepony
trojuhelniku AOT pomoci Pythagorovy véty lze ovétit, ze |AO| > v, — 7.) Usecku AE
doplnime podle obrazku na tsecku AQ délky v,. Kolmice na AQ v bodé @) je pfimka ¢.
Jeji priseciky s te¢nami z bodu A ke kruZnici k jsou hledané vrcholy B, C. Uloha
mé dvé feSeni. Vzhledem k jednoznacné sestrojenému trojihelniku AOT nalezneme
sice konstrukci pomoci Thaletovy véty dva trojuhel-
niky AOE a AOE,, kaidy z vislednjch trojihelniki u
ABCy, (k=1,2,3,4) se vSak v souhlasné oznacenych é
prvcich shoduje s nékterym z prekryvajicich se troj-
uhelnikt ABlC'l, ABQCQ na obr. 5.

A

]
Cy = B; t Q Ci =D, B C
Obr. 5 Obr. 6

3. moznost: Usecka CU na obr. 6 mé délku b+ c. Trojihelnik UBA je tedy rovno-
ramenny se zdkladnou UB, a proto [ BUC| = fa. Tento tthel umime sestrojit podle
predchoziho postupu, nebot je to tthel OAT na obr. 5. Sestrojime tedy nejprve trojtihel-
nik CUB, ve kterém zname |BC|, |CU| a |[SCUB|. Bod A je pak prusecik tsecky CU
s osou strany BU. Konstrukce vede opét na dvé reseni.

POMOCNA ULOHA:

V trojahelniku ABC znadme vysku v z vrcholu A a délku strany BC. Urcete obvod obdélniku

KLMN, lezi-li jeho strana KL na tsecce BC, vrcholy M, N na stranach AC, AB a plati

|KL|:|LM|=3:2.

[10av/(2a + 3v).]



