50. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie C

1. Najdéte viechna trojmistnd cisla n takovd, Ze posledni trojcéisli ¢isla n? je shodné
s cislem n.

Student muze pri feseni ulohy postupovat naptiklad tak, Zze bude hledat nejdiive
ta ¢isla n, pro kterd je posledni é&islice ¢isla n? totozna s posledni &islici ¢isla n. V tom
pripadé se musi posledni cislice ¢isla n rovnat nékteré z ¢islic 0, 1, 5 nebo 6.

Vezméme naptiklad 6 a oznac¢me b, a predchéazejici cislice ¢isla n, tedy n = 100b +
+ 10a + 6, n? = 1000062 + 2000ab + 1200b + 100a? + 120a + 36. Tato dvé &isla se
shoduji v poslednim dvojcisli pravé tehdy, jestlize se 20a + 36 rovna 10a + 6 az na cely
nasobek cisla 100, tedy 10a + 30 ma byt nasobek 100, coz plati pouze pro a = 7. Je tedy
n = 100b + 76, n? = 10000b% + 15200b + 5 776. Tato dvé ¢isla se shoduji v poslednich
tfech ¢islicich, pravé kdyz se 200b + 776 rovna 100b + 76 az na nasobek ¢isla 1000, to
znamend, ze b+ 7 ma byt cely nasobek ¢isla 10, proto b = 3. Jednim feSenim je c¢islo
n = 376. Podobné bychom dostali dalsi feseni n = 625, zatimco predpoklad, ze posledni
¢islice je 0 nebo 1, nevede k cili.

Vyhodnéjsi je ale postup zalozeny na délitelnosti — dvé ¢isla se shoduji v poslednich
tfech ¢islicich, prave kdyz je jejich rozdil délitelny ¢islem 1000. V nasem pripadé méa byt
¢islo n? — n = n(n — 1) délitelné &slem 1000 = 23 - 53. Cisla n a n — 1 jsou nesoud&lnd
a mensi nez 1000, proto musi byt jedno délitelné ¢islem 125 a druhé osmi.

Prvni moznost je tedy: n je lichym nasobkem 125, takZe se rovna nékterému z ci-
sel 125, 375, 625, 875, a soucasné je n — 1 nasobek osmi, proto n = 625.

Druhé moznost: n je nédsobek 8 (tedy sudé) a n—1 lichy nasobek 125, proto n = 376,
nebot z ¢isel 126, 376, 626, 876 je pouze ¢islo 376 nésobek osmi.

Pfi tomto postupu hraje vyznamnou roli nesoudélnost dvou ¢isel. Studenti by si
méli pfipomenout pojem nejvétsiho spolecného délitele ¢isel a, b a ovérit, ze ten déli také
kazdé cislo tvaru ka + Ib, kde k, [ jsou cela. Existuji-li tedy cela k, [ tak, ze ka + (b =1,
jsou cisla a, b nesoudélna. Je-li d nejvétsi spolecny délitel cisel a, b, je a = dp, b = dq,
kde p, g jsou nesoudélna a ¢islo n = dpq je nejmensim spole¢nym nasobkem c¢isel a, b.

POMOCNE ULOHY:

1. Najdéte vSechna prirozena c¢isla n mensi nez 100, pro kterd je ¢islo 7n + 4 druhou
mocninou pfirozeného éisla. (45-C-S-1)
[M4 platit Tn + 4 = m?2, kde m je p¥irozené. Cislo m napiSseme ve tvaru 7k + r, kde k
je netplny podil a r zbytek pii déleni m &islem 7, takze Tn + 4 = 49k2 + 14kr + r2,
proto 2 musi dat pfi déleni sedmi zbytek 4, tedy r = 2 nebo r = 5. V prvnim piipadé
je n = k(7k + 4), v druhém piipadé je n = 7k? + 10k + 3, feSenim tlohy jsou &isla 11,
20, 36, 51, 75 a 96. Jinyg postup: Tn = m? — 4 = (m — 2)(m + 2). Proto je jedno z ¢&isel
m — 2, m + 2 délitelné sedmi, bud je m = 7k + 2, nebo 7k — 2, n = k(7k + 4) nebo
n = k(7k —4).]

2. Dokazte, Ze pro kazdé pFirozené &islo n je &islo n8 —n?2 délitelné éislem 20. (40-C-II-1)
N6 —n2 =n2(n? + 1)(n — 1)(n + 1). Je-li n sudé, je n? délitelné 4, jinak jsou n — 1,
n + 1 sudé a soudin (n — 1)(n + 1) je délitelny étyfmi. Neni-li zddné z ¢isel n — 1, n,
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n + 1 délitelné péti, je n = 5k + 2 nebo n = 5k + 3 a n? + 1 je délitelné péti. Kdy# je
¢islo délitelné 4 a 5, je délitelné 20.]

3. Které ctyiciferné ¢islo ma na prvnich dvou mistech stejné cislice, na druhych dvou
mistech stejné &islice, a je druhou mocninou pfirozeného ¢&isla? (1-B-11-2)
[Hledame éislo ve tvaru aabb, tj. 1000a+ 100a+ 10b+b = 11(100a + b), které je druhou
mocninou. Protoze je délitelné 11, musi byt délitelné ¢islem 121, takze 100a+b = 99a +
+ a + b je délitelné 11, odkud a + b = 11. Hledané ¢islo ma tvar 11(99a + 11) = 11 -
-11(9a + 1). Pouze pro a = 7 je 9a + 1 druhou mocninou, jedingm feSenim je ¢&islo
7744 = 882 )

Literatura: J. Sedla¢ek: Co vime o prirozeniyjch ¢islech, 2. svazek Skoly mladych mate-
matikd (SMM), MF Praha 1977,
F. Vesely: O délitelnosti ¢isel celjch, 14. sv. SMM, MF Praha 1966.

2. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany délky 9 cm a 12 cm jeho uhlopricek, délka 8 cm
stredni pricky a vzddlenost 2 cm stredu uhlopTicek.

RESEN{. Zvolme oznadeni podle obr. 1, K P je stiedni piicka v trojahelniku ACD,

D c C

A a B E
Obr. 1

proto |KP| = $|DC|, obdobné |QL| = 1|DC|, |PL| = 1|AB|, takze |[PQ| = 1(a —¢) =
= 2cm. Protoze |[KL| = £(a+¢) = 8cm, je a = 10cm, ¢ = 6 cm. Nejdiive sestrojime
trojuhelnik AEC podle véty sss, na tseéce AE pak bod B, jim vedeme rovnobézku
s CE. Ta protne pfimku vedenou bodem C' rovnobézné s AE v bodé D.

Resitelé by si méli pfipomenout pojem stfedni pficky lichobézniku, jejiz délka se
rovna aritmetickému primeéru délek zakladen.

POMOCNE ULOHY:

1. Sestrojte lichobéznik, jehoz thlopficky jsou navzajem kolmé, maji délky 6 cm a 8 cm,
jestlize se délka kratsi zadkladny rovné 2 cm.

[Postup feseni je obdobny, nejdiive sestrojime pravodhly trojihelnik ACE s danymi
odvésnami.]

2. Stfedni pficka déli lichobéznik na dva lichobézniky, pomér jejich obsaht je q. Urcete
pomér délek zdkladen lichobézniku. Pro kterd ¢ m4 dloha feSeni? (41-C—S-3)
[Oznaéime-li a, c délky zdkladen, je ¢ = (3a+c) : (a+3c), nebot oba mensi lichobé&zniky
maji polovi¢ni vysku nez pivodni a délka stfedni pricky, kterd je zakladnou vzniklych
lichobé&znik, je %(a +c¢). Jepak a:c= (3¢ —1): (3 —q). Toto ¢islo je kladné, q je
mensi nez 3 a vétsi nez 1, ale riizné od 1 (a je rtzné od c).]

3. Urcete obsah lichobézniku, jestlize jsou dany délky a, c obou jeho zakladen, délka u
jedné thlopficky a thlopticky jsou navzajem kolmé. (36—C—II-1)

[Oznaceni opét jako na obr., trojuhelniky CDA, CDB a BEC maji stejny obsah, proto
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se obsah lichobézniku rovné obsahu pravouhlého trojuhelniku ACE. Pfepona je a + c,

jedna odvésna je u, obsah je %u (a+¢)?2 —u2]

3. Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel a, b, pro které plati
n(a,b) + D(a,b) = 63,

kde n(a,b) znaci nejmensi spolecny ndsobek a D(a,b) nejvétsi spolecny délitel ¢i-
sel a, b.

RESENI. VyuZijeme to, co jsme uvedli v 1. tloze. Je a = Dp, b = Dq, n = Dpq,
kde D je nejvétsi spolecny délitel, n nejmensi spole¢ny nasobek cisel a, b, ¢isla p, g jsou
nesoudélna. Podle textu tlohy méa platit D(1 + pg) = 63, takze mame tyto moznosti
(bez Gjmy na obecnosti pfedpokladame, ze a =< b):

D pq (p,q) (a,b)

1 62 (1,62), (2,31) (1,62), (2,31)
320 (1,20), (4,5) (3,60), (12,15)
7 8 (1,8) (7,56)

9 6 (1,6), (2,3) (9,54), (18,27)
21 2 (1,2) (21, 42)

Uloha ma 8 feSeni, nerozlisSujeme-li poradi cisel a, b.

POMOCNE ULOHY:

1. Najdéte nejmensi prirozené cislo, jehoz polovina druhé mocniny je druhou mocninou

prirozeného cisla a jehoz tfetina tfeti mocniny je tfeti mocninou pfirozeného cisla.
(35—C-II-1)
[Hledané ¢islo n je tvaru n = 2F - 3! . ¢, kde c je pfirozené ¢islo, které neni délitelné
ani dvéma, ani tfemi. Pak %n = 2k=1 .30 . ¢ m4 byt druhou mocninou, proto musi
byt k liché a I sudé. Cislo %n = 2k . 3l=1 . ¢ je tfeti mocninou, tzn. ze &isla k, [ — 1
jsou délitelna tfemi. Nejmensi n dostaneme, polozime-li ¢ = 1, k = 3, | = 4. Je tedy
n =648, in =324 = 182, In =216 = 63 ]

2. Dokazte, ze pro nejvétsi spolecny délitel D a nejmensi spolecny nasobek n Cisel a, b
plati ab = Dn. Pozor — pro tfi ¢isla toto neplati, viz €Cisla 1, 2, 4, D = 1, n = 4,
1-2.4=28.

Literatura: stejné jako pti tloze C-I-1.

4. Dokazte, Ze pro délky a, b, ¢ stran libovolného trojuhelniku plati
(a2 + b?)c? — (a2 — b?)?
abc?

Pro které trojuhelniky nastane v predchozim vztahu rovnost?

< 2.

RESEN{. Uvedenou nerovnost upravime na ekvivalentni tvar
0 < (a® — %)% — (a® — 2ab + b?)c?,
tj.
0= (a—b)?*-[(a+b)? -,

Protoze a + b > ¢, plati tato nerovnost pro délky libovolného trojthelniku, rovnost
nastane, pravé kdyz a = b, tedy pro rovnoramenné trojuhelniky se zakladnou c.



PoMOCNE ULOHY:

1. Odvodte Herontv vzorec: Pro obsah S trojuhelniku s délkami stran a, b, ¢ plati

1652 = (a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)lc+a—b).

[Mtizeme piedpokladat, ze pfi strané a jsou oba uhly
ostré, pata vysky v rozdéli stranu a na usecky délek

a —x, z (obr.). Je tedy 25 = av, 22 + v? = b?, (a —
— )2 +2v?% = c2. Z poslednich dvou rovnic vyloué¢ime x

a vyjadiime v. Dostaneme 1652 = 4a?b?—(a?+b%—c?)?
a pouzijeme vicekrat vzorec pro rozdil druhych mocnin. a—x x
2. Dokazte, ze pro délky a, b, ¢ stran trojuhelniku plati

a? + b% + ¢ < 2ab + 2bc + 2ca.

3. Dokazte, ze pro libovolna realna cisla a, b, ¢ plati

2ab + 2bc + 2ca < 2(a® + b2 4 2).

[Nerovnost v tloze 2 je ekvivalentni s nerovnosti 0 < (a+b—c)c+(b+c—a)a+(c+a—b)b,
nerovnost v tloze 1 s nerovnosti 0 < (a — b)? + (b —¢)? + (c — a)?\]

Literatura: S. Horak: Nerovnosti v trojuhelniku, 57. svazek SMM, MF Praha 1986.

5. Tricet maturantu jednoho gymndzia si podalo prihlisku k dalsimu studiu na né-
kterou ze Sesti fakult Ceského vysokého uceni technického. VyuZili moznost podat
vice prihlasek, a tak polovina Zaku podala prihldsku aspon na tri fakulty, tretina si
podala prihldsku na vice neZ tri fakulty. Na faokultu architektury se s ohledem na
talentovou prijimaci zkousku nehldsil nikdo. DokaZte, Ze na nékterou ze zbyvajicich
péti fakult se prihldasilo méné neZ dvacet studenti.

RESENI. Nejdiive odhadneme, kolik piihlasek celkem maturanti podali. Polovina,
tj. 15 studenti, podala jednu nebo dvé prihlasky. Z druhé poloviny podalo 10 studentii
aspon 4, tedy 4 nebo 5 prihlasek, a zbyvajicich pét studentid podalo prihlasku pravé na
tfi fakulty. Celkem podali nejvyse 15-245-3 + 10 - 5 = 95 prihlasek. Proto nemohli
podat na kazdou fakultu aspon 20 prihlasek, to by jich muselo byt aspon 100.

Studentim doporucte, aby si udélali rozpis pro pripad, kdy na kazdou z péti fa-
kult bylo poddno pravé 19 piihlasek (A znamend, ze zdk v pfislusném sloupci podal
prihlasku na fakultu uvedenou v fadku, znak — znamena, ze prihlasku nepodal. Studenti
jsou rozdéleni do t¥i skupin, prvni je slozena z 15 studenti, ktefi podali dvé prihlasky.
Nasleduje skupina péti studentti s tfemi prihlaskami, tfeti skupina ma 10 ¢lent, kazdy

podal 5 prihlasek):

student 1 345 6 7 8 9101112131415
1. fakulta: A AAAA - - — — — — — — —
2. fakulta: - -~ AAAAAA - - — — — —
3. fakulta: - - — - —AAAAAA - - -
4. fakulta: - - - - - - - —-—AAAAAA
5. fakulta: A A-------—--—AAA



student 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1. fakulta A A A - - AAAAAAAAAA
2. fakulta — A A A - AAAAAAAAAA
3. fakulta — - A AAAAAAAAAAAA
4. fakulta A — - A AAAAAAAAAAA
5. fakulta A A - - AAAAAAAAAAA

POMOCNA ULOHA:

Dokazte, ze za stejnych predpokladu jako v soutézni tloze si podalo asponi na jednu fakultu
prihlasku aspon 14 studentu.

[Celkem podali aspoit 15145 -3 + 10 - 4 = 70 pfihlasek na pét fakult. Kdyby neplatilo tvrzeni
této ulohy, mohlo by byt pfihlasek nejvyse 5- 13 = 65. Rozpis pro pripad, kdy si na kazdou z péti
fakult podalo pfihlasku pravé 14 studenti:

student 1 23 45 6 7 8 9101112131415
1. fakulta A A A - - - — — — — — — — — —
2. fakulta - - - A AA - - - — — — — — —
3. fakulta - - - — — — AAA - - - — — —
4. fakulta - - - — - — — — — AAA - — -
5. fakulta - - - - - - — — — — — — A A A
student 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1. fakulta A A A - — A AAAAAAA - -
2. fakulta — A A A - A AAAAA - - AA
3. fakulta — — A A AAAAA- - AAAA
4. fakulta A — — A A AA - - AAAAAA
5. fakulta A A — — A - - AAAAAAAA |

6. Do dan€ kruznice s polomérem r vepiste lichobéznik ABCD s kratsi zakladnou C' D
a prusecikem uhlopricek E tak, aby platilo |BC| = |CD| a |AE| = .

RESEN{. Predpoklddejme, Ze jsme jiz lichobéznik sestrojili (obr.2), piimka SE je

S
Obr. 2

nutné jeho osou soumeérnosti. Oznac¢ime-li « velikost thlu AC'D, maji stejnou velikost
i uhly BDC, ABD a C'AB, jak plyne ze soumérnosti lichobézniku podle primky SFE
a z rovnobéznosti piimek C'D a AB. Protoze |BC| = |CD], je trojuhelnik BC'D rov-
noramenny, a proto se « rovnaji i velikosti ahla CBD a CAD. A protoze |AE| = |AS|
a AB je kolméa na SFE, rovnaji se « také velikosti thla SAB a SBA. Z rovnoramenného
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trojuhelniku ASD plyne, Ze thly SAD a SDA maji velikost 3«, velikost thlu SDB
je 2a (trojuhelnik SDB je také rovnoramenny). Z trojihelniku AC'D pak plyne, Ze
8a = 180°, a = 22,5°. Tim uz je dana konstrukce: zvolime na dané kruznici libovolné
bod A, jim vedeme pfimku p svirajici s pfimkou AS thel 2a = 45°, p protne kruznici k
v bodé C rizném od A. Na tsecce AC zvolime bod E, |AE| = r. Body B, D sestrojime
jako body soumérné sdruzené k bodim A, C' podle ptimky SE. Jina volba bodu A by
vedla pouze k feSeni, které by vzniklo otocenim feSeni jiz sestrojeného. Podobné volba
druhé pfimky vedené bodem A pod tthlem 45° s primkou AS vede k feseni soumérné
sdruzenému k sestrojenému podle primky AS.

POMOCNE ULOHY:
1. Pomoci ahlt v rovnoramennych trojuhelnicich dokazte vétu o obvodovém a stfedovém
uhlu (obr. a). Provedte dtikaz také v pfipadé, kdy je bod S bodem trojuhelniku ABC.
2. Dokazte také, ze poloviné stfedového thlu se rovna i thel FAB, kde AE je teCna
kruznice k (obr. a), tzv. thel usekovy.

3. Ctyfahelnik ma tii strany stejné dlouhé, délka ¢tvrté strany se rovna délce jedné i druhé

uhlopricky ¢tyrahelniku. Urcete velikosti vnitinich thld ¢tyfiahelniku. Jaky je to ctyt-
thelnik? (40-C-S-1)
[Zvolme oznacleni vrcholu tak, ze |BC| = |CD| = |DA]| (strany) a |AB| = |AC| = |BD)|
(obr. b). Ze shodnosti trojuhelniki ABC, BAD (podle véty sss) plyne, ze ¢tyftahelnik
je rovnoramenny lichobé&znik osové soumérny podle osy usecky AB. Oznacéime-li o ve-
likost thlu AC' D, velikost thlu CBA je 2a a o = 36°. Velikosti vnitifnich Ghla jsou 72°
a 108°.]

Literatura: S. Horak: Krusnice, 16. svazek SMM, MF Praha 1966.



