50. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy $kolni — klauzurni &asti |. kola kategorie A

1. Najdéte vSechna realna ¢isla p, pro ktera ma soustava nerovnic

25 + 222 < 13y + 10z — p,
25 + 3y% < 62 + 10z,
25+ 422 <6z +5y+p

s neznamymi x, y, z feSeni v oboru realnych cisel.

2. Je dan lichobéznik ABCD se zakladnou AB délky a, v némz oba thly ABC, ADB
jsou pravé. Na strané AB lezi bod M tak, ze tisecka M D je kolmé na AC' a tsecka
MC je kolma na BD. Urcete délky ostatnich stran lichobézniku.

3. Najdéte vSechna ¢tyImistna cisla abed, ktera jsou délitelna kazdym z dvojmistnych
¢isel ab, be, cd, jejichz cislice a, b, ¢, d jsou liché a ne vSechny stejné.

Skolni — klauzurni ¢ast I. kola kategorie A se kona
v atery 5. prosince 2000

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, tispésSnym TesSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



50. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie A

1. Sectenim vsSech t¥i nerovnic dostaneme nerovnost
75 4 222 + 3y? + 422 < 162 + 18y + 162,
z niz po ,doplnéni na druhé mocniny“ vychazi
2(x —4)> +3(y —3)> +4(z —2)* £ 0.

Tato nerovnost, jez je disledkem dané soustavy nerovnic, zfejmé plati jediné tehdy, kdyz
jsou zaklady vsech tii dvojmoci na levé strané nerovnosti rovny nule, tedy kdyz x = 4,
y = 3, z = 2. Dand soustava mé proto (pfi zvoleném p) nejvyse jedno FeSeni, a to préavé
vypsanou trojici ¢isel. Zjistime nyni, pro kterou hodnotu parametru p se skutecné jedna
o teseni. Po dosazeni hodnot z = 4, y = 3, z = 2 do dané soustavy dostaneme trojici
nerovnosti

57<59—p, 52<52 41<39+p.

Z prvni nerovnosti vychazi podminka p < 2, ze t¥eti podminka p = 2. Cislo p = 2 je tedy
jedind hodnota p, pro kterou ma dana soustava v oboru realnych cisel reseni.

Za 1plné feseni je 6 bodi, z toho 4 body za urceni neznamych z, y, z a 2 body za urceni hodnoty p.

2. Usecky MC a AD jsou rovnobézné (obé jsou totiz kolmé k tiseéce BD, obr. 1);
protoze jsou rovnobézné i tsecky AM a DC, je ¢tytuhelnik AMCD rovnobéznik. Je to
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dokonce koso¢tverec, nebot jeho thlopficky jsou dle zadéni navzajem kolmé. Oznacme
proto x = |CD| = |DA| = |AM| = |[MC|, zfejmé a > x. Pak |M B| = a — x a ze shodnosti
souhlasnych thld DAM a CM B plyne podobnost pravothlych trojihelnikit ABD a MCB,
takze plati uméra |AD| : |AB| = |MB| : |MC|, neboli z : a = (a — z) : . Odtud pro
neznamou délku x vychazi kvadraticka rovnice 22 + ax — a? = 0, kterd méa jediné kladné

feSeni x =

a. Tak jsme vypocetli (shodné) délky zakladny C'D a ramena AD daného



lichobézniku; zbyva urcit délku ramena BC'. Podle Pythagorovy véty pro trojahelnik C'M B
dostavame

|BC| = /|MC|?2 — IMB|2 = \/22 — (a — 2)2 = /a(2z — a) = a\/ V5 — 2,

nebot 2z —a = a(v/5 — 2).
Za uplné feseni je 6 bodt, z toho 3 body za odvozeni rovnosti |AD| = |AM].

3. Z vyjadieni abcd = 100 - ab + cd plyne, Ze podminky délitelnosti ¢isly ab a cd jsou
splnény, pravé kdyz cd|100-ab a ab|cd, tedy praveé kdyz cd = k- ab, kde p¥irozené &islo k je
néktery délitel éisla 100. Protoze obé &isla ab a cd jsou dle zadani liché a dvojciferna, plyne
odtud, Ze bud k = 1, nebo k£ = 5. Rozlisime oba ptipady, pfitom s ohledem na vyjadieni
abed = 10 - be + (1000a + d) budeme misto podminky be | abed zkoumat ekvivalentni
podminku

be | (1000a + d). (P)

(Tato tiprava neni nutna, jen ponékud zjednodusuje dalsi zapisy.)
a) Je-li ed = ab, plati ¢ = a a d = b, takze podminka (P) se zapiSe ve tvaru (10b+ a) |
| (1000a + b). Protoze

1000 - (10b+ a) — (1000a + b) = 9999 - b =11-9-101 - b

a 101 je prvodislo (tudiz je s ¢islem 100+ a nesoudélné), dostavame ekvivalentni podminku
(106 + a) | (11 - 9b). Odtud s ohledem na zFejmou nerovnost 10b + a > 9b plyne, ze ¢islo
100 + a m4 ¢islo 11 ve svém rozkladu na prvocinitele. Podminka 11| (10b + a) je vsak
splnéna, jen kdyz se ¢islice a a b rovnaji, pak by v8ak z rovnosti cd = ab vypljvalo, Ze &islo
abed ma vsechny cislice stejné. O takovych ¢islech podle zadéni tlohy neuvazujeme.

b) Z rovnosti cd = 5 - ab ihned uréime (liché) cifry a = 1 a d = 5, po jejich dosazeni
po upravé vyjde rovnost b = 2¢ — 9, takze jsou tfi moznosti:

c=5ab=1 ¢c=Tab=5 c¢c=9ab=09.
Podminka (P) ma nyni tvar be | 1005, z ¢isel 15, 57 a 99 je viak pouze ¢islo 15 délitelem
¢isla 1005 (1005 =3-5-67), proto nutné b =1 a ¢ = 5.
Odpovéd': Hledané ¢islo je jediné, a to 1155.

Za uplné feseni je 6 bodt, z toho 3 body za zdtvodnéni, ze plati bud cd = ab, nebo cd = 5 - ab, k tomu
2 body za rozbor prvni moznosti, 1 bod za rozbor moznosti druhé.



