50. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy &kolni — klauzurni &asti |. kola kategorie B

. Najdéte vSechna trojmistna ¢isla n, jejichz druhd mocnina konci stejnym trojcéislim
jako druh& mocnina ¢isla 3n — 2.

. Je dan tétivovy c¢tytuhelnik ABCD. Oznac¢me FE prisecik piimek BC a AD. Lezi-li
prusecik uhlopficek AC a BD na ose thlu AEB, je trojihelnik ABFE rovnoramenny.
Dokazte.

. Urcete mnohocleny P a @) takové, Ze pro vSechna realna ¢isla x plati

2

Q?) = (x +1)* — x(P(2))”.

Skolni — klauzurni éast I. kola kategorie B se kon4
v utery 23.ledna 2001

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, Gispésnym Tresitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



50. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie B

1. Jestlize ¢islo n vyhovuje podmince tlohy, existuje pfirozené cislo k takové, ze
(3n — 2)% —n? = 1000k.

Levou stranu uvedené rovnosti rozlozime na soucin podle vzorce pro rozdil ¢tverct a po
snadné upravé dostaneme

(2n —1)(n — 1) = 250k = 2- 5% - k.

Cisla 2n — 1 a n — 1 jsou nesoudélnd (je 2n — 1 = 2(n — 1) + 1), pfitom prvni z nich
je liché, takze druhé musi byt sudé. Hledame tedy lichd trojmistna cisla n takova, ze
bud n — 1 je néasobkem 250, nebo 2n — 1 je lichym nésobkem ¢isla 125. V prvnim
pfipadé dostaneme n € {251,501,751} a ve druhém vidime, Ze musi byt 2n — 1 €
€ {375,625,875,1125,1375,1625,1875}, tedy (protoze n je liché) n € {313,563,813}.
Celkem ma tloha uvedenych Sest Feseni.

2. Ozna¢me F' prusecik thlopficek AC' a BD (obr.1). Jestlize je pfimka EF osou
uhlu AEB, jsou thly AEF a BEF shodné. Navic jsou shodné i thly
EAF a EBF, nebot jsou to obvodové thly pfislusné téze tétive C'D.
Trojuhelniky AFE a BFE se shoduji ve spole¢né strané E'F’, jsou
tedy shodné podle véty usu, |AE| = |BE| a trojuhelnik ABE je
tudiz rovnoramenny. C

3. Piedpokladejme, ze P je mnohoélen stupné n. Cleny poly- D
nomu Q(z?) obsahuji jen sudé mocniny x a polynom z - P2(x) je
lichého stupné 2n + 1. Protoze m4 platit Q(z?) = (z+1)*—z- P?(z),
vidime, Ze nemiize byt 2n +1 > 4. Jetedy n <1 a B

_ 2\ _ 4 2
P(x)=ax+b, Q(z°)=(x+1)" —x(ax+0b)~. (1) Obr. 1
Po tipravé dostaneme Q(z?) = % + (4 —a?)x® + (6 — 2ab)z? + (4 — b?)z + 1. Koeficienty pti
lichjrch mocnindch = jsou rovny nule, proto a,b € {—2,2} a Q(x?) = 2* + (6 — 2ab)z? + 1.
Dosazenim kazdé ze ¢tyf moznych dvojic éisel a, b do (1) nalezneme vSechna ¢tyfi FeSeni

ulohy:
P(r)=2z+2aQ(z) =2%—2x+1,
P(x) =2r—2a Q(z) = 2% + 14z + 1,
P(x) =22 +2aQ(x)=2%+ 14z + 1,
P(x)=—-22—-2aQ(x) =2%—2x+1.



