50. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy ¥kolni — klauzurni &asti |. kola kategorie C

. Najdéte vSechny trojice a, b, ¢ prirozenych ¢isel, pro které soucasné plati
n(ab,c) = 28, n(be, a) = 2°, n(ca,b) = 2",
kde n(z,y) zna¢i nejmensi spoleény nasobek pfirozenych ¢isel = a y.

. V roviné je dan ¢tverec ABCD. Kruznice k prochazi body A, B a dotyka se pfim-

ky CD. Ozna¢me M (M # B) prisecik kruznice k a strany BC'. Urcete pomér |C'M| :
: |BM|.

. Pro ktera dvojmistna &isla n je éislo n3 — n délitelné stem?

Skolni — klauzurni ¢ast I. kola kategorie C se kon4,
v atery 23.ledna 2001

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, tspésnym feSitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



50. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie C

1. Jsou-li ¢isla a, b, ¢ feSenim tlohy, jsou to délitelé mocnin dvou, a tedy sama mocniny
¢isla 2, a =27, b = 2%, ¢ = 2%, kde r, s, t jsou cela nezaporné ¢isla. Z rovnosti n(ab, c) = 28
plyne, Ze ¢isla t, r + s se rovnaji nejvyse 8, pficemz aspon jedno z nich se rovna 8. Podobné
se Cisla s 4+ t, r rovnaji nejvyse deviti a aspon jedno z nich je rovno deviti. Déale se jedno
z Cisel r+1, s rovna 11 a zadné z nich neni vétsi nez 11. Nemtize vSak platit s = 11, protoze
s+t <9, takze r +t = 11. Nemtze byt r = 9, nebof ma platit » + s < 8. Proto s+t = 9.
Dale mame dvé moznosti:

1)t=8,0dkudr=3,s=1,a=23b=2 c=28

2) r+s =28, odkud plyne t =6, r =5, s = 3, tedy a = 25, b = 23, ¢ = 25,

Uloha ma dvé feseni.

2. Protoze stfed kruznice k lezi na ose strany AB, ktera je zaroven osou i pro-
téjsi strany C'D, dotyka se kruznice k tsecky C'D v jejim D g o
stfedu S (obr. 1). Protoze tthel ABM je pravy, je AM priamé-

rem kruznice k, a proto je pravy i thel ASM. Odtud plyne, ze /:A) o~ x
|[<SDSA| =90°—|qCSM| = |4SMC|, proto jsou trojuhelniky / ? M
SMC a ASD podobné, takze |CM| : |CS| = |DS| : |DA. / ad
Ozna¢ime-li a = |[DA| a z = |CM]|, je z : $a = 3a : a, tedy / 7 k
x = %a. Proto [CM|: |BM|=1:3. /// 7

Dodejme, zZe rovnost z = %a lze odvodit i z Pythagorovy ///// a /<
véty pro trojuhelniky AM B, AMS: A B

|AB|? + |BM|? = |[AM|? = |AS|? + |SM|?, on
takze r-1
a® + (a— )% = (a® +(

odkud po upravé

a)z) + ((%a)2 +x2),

N[

Pozndmka. Pokud 7zak znd pojem mocnosti bodu ke kruznici, mize napsat |CM| -
-|CB| = |CS|?, odkud ihned plyne |CM| = a.

3. Jeli ¢islo n® —n = n(n — 1)(n + 1) délitelné ¢islem 100 = 22 - 52, musi byt jedno
z Cisel n — 1, n, n + 1 délitelné cislem 25, protoze ze tii po sobé jdoucich ¢isel mize byt
nejvyse jedno délitelné péti. Dale musi byt bud ¢islo n délitelné ¢tyfmi (Gislan — 1, n+1
jsou pak lichd), nebo musi byt ¢islo n liché (¢isla n — 1, n + 1 jsou sudé a jejich souéin je
délitelny ¢tyimi). Mame tedy tyto moZnosti:

n = 25 vyhovuje, nebot je liché,

n = 75 vyhovuje, nebot je liché,

n = 50 nevyhovuje, nebot je sudé, ale neni délitelné ¢tyimi,

n — 1 = 25, n = 26 nevyhovuje, nebot je sudé, ale neni délitelné ¢tyfmi,

n — 1 =50, n = 51 vyhovuje, nebot je liché,



n — 1 =175, n = 76 vyhovuje, nebof je délitelné ¢tyfmi,

n + 1 = 25, n = 24 vyhovuje, nebot je délitelné ¢tyimi,

n + 1 =50, n = 49 vyhovuje, nebot je liché,

n + 1 =75, n = 74 nevyhovuje, nebot je sudé, ale neni délitelné ¢tyfmi,
n + 1 =100, n = 99 vyhovuje, nebot je liché.

Uloha ma sedm feseni.



