50. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 11. kola kategorie A

. Najdéte nejmensi ¢tyimistné cislo n, pro néz méa soustava
2® +° +y’r + 2y = n,
4y +r+ty=n+1

pouze celociselna Teseni.

. Urcete vsechna realna cisla s a t, pro ktera je grafem funkce

2P —dz+s
Ctle—1+a+7

f(x)
lomena cara slozena ze dvou poloprimek.

. Je déna kruznice k(S,r) ana ni body M, N takové, ze tthel M SN je ostry. Libovolnym
bodem X mensiho z obloukit M N vedme rovnobézku s pfimkou M .S a ozna¢me Y
jejl prusecik s tiseckou S'N. Sestrojte takovy bod X, pro ktery je obsah trojihelniku
SXY maximalni.

. Urcete vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna realna cisla = a y plati

f@+ fy) =(@—y)? flz+y).

IT. kolo kategorie A se kona
v atery 16.ledna 2001

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, tispésnym TresSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



50. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie A

1. Predpokladejme, ze parametr n je prirozené ¢islo, a feSme danou soustavu v oboru
redlnych ¢isel. Leva strana prvni rovnice je rovna (22 +y?)(z +y), a tak pro ¢isla s = z+y
at=2a22+9y’platit-s =nat+s =n+1. Cisla s, t jsou tedy kofeny kvadratické
rovnice w? — (n + 1)w +n = 0. Z rozkladu w? — (n + 1w +n = (w — n)(w — 1) vidime,
ze {s,t} = {1,n}. Dvojice (x,y) je tedy FeSenim pivodni soustavy, pravé kdyz je feSenim

jedné ze soustav
r+y=1, r+y=n,
5 o nebo 5 o (1)
rT+y =n ¥ +y =1

V prvnim piipadé jsou ¢isla z, y kofeny kvadratické rovnice 22 +(1—2)? = n. Jejim fesenim

dostaneme
1+v2n—-1 1—\/2n—1}
2 ’ '

(2)

{way}z{ 5

Podobné z druhé soustavy v (1) plyne, ze ¢isla x, y jsou kofeny kvadratické rovnice 22+ (n—
— 2)? = 1. Jeji diskriminant D = 4(2 — n?) je nezaporny jediné pro n = 1 (pfipometime,
Ze n je prirozené), pak jsou ovSem obé soustavy v (1) totozné, takze zadné dalsi FeSeni
kromé (2) neexistuje.

Zjistili jsme, ze pro kazdé piirozené cislo n jsou vSechna TeSeni ptvodni soustavy
v oboru redlngch ¢isel popsana vztahem (2). Jsou to celd ¢isla, pravé kdyz je hodnota
2n —1 druhou mocninou (lichého) pfirozeného ¢isla. Je-li éislo n étyFmistné, pak n = 1000,
a tak 2n — 1 = 1999. Protoze 442 = 1936 a 452 = 2025, hledané ¢islo n uréime z rovnice
2n — 1 =2025. Ztejmé n = 1013.

Poznamenejme, Ze v prvni ¢asti feSeni mizeme postupovat i takto: do prvni rovnice
(22 +y?)(x +vy) = n lze dosadit za prvni ¢initel vyjadieni 22 +y? = n+1— (x +vy) z druhé
rovnice. Tak ziskdme pro nezndmou s = = + y kvadratickou rovnici (n 4+ 1 — s)s = n, jejiz
kotfeny jsou s; =1 a sy = n.

2. Piedpokladejme, Ze s a t jsou (pevnd) ¢isla pozadované vlastnosti. Graf funkce f
je sjednocenim grafa funkci fi a fo, které jsou urceny vzorci

22 —4dx+s 22 —4r+s

fi(z) = (1—t)x—|—(t+7), fa(@) = (t+ 1)z + (7—1)

(1)

a maji definiéni obory D(f1) = (—o00,1), D(f2) = (1,00) (polopfimky bez jakychkoliv
vyloucenych bodt, nebot hodnota f(z) dle popisu grafu f existuje pro kazdé = € R).
Cisla s a t uréime z podminky, ze grafy funkci f; a f2 jsou polopfimky (takZe jde o linearni
funkce). Ziejmé plati t # +1 (jinak by graf jedné z funkci f1, fo byl ¢asti paraboly), proto
mizeme linedrni funkce ze jmenovateld zlomki v (1) zapsat ve tvaru

(I—t)z+ (t+7) = (1 Bz —a1), kde z1— (2a)
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(t+1Dx+(7T—t)=(t+1)(zr —x2), kde z3= . (2b)

+
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Vyhodu téchto rozkladi ocenime pii vyjadfovani podminky, ze obé funkce f; a fo jsou
linedrni. Pfedtim vSak poznamenejme, ze hodnota f; () existuje pro kazdé x < 1 a hodnota
f2(z) pro kazdé = = 1, pravé kdyz ¢isla x1, xo z rozkladt (2) spliuji podminku

To <1<z, (3)
Vzorce (1) uréuji linearni funkce f; a fa, pravé kdyz je kvadraticky mnohoclen 22 — 4x + s
deélitelny (beze zbytku) kazdym z linearnich mnohoc¢lent (z —z1) a (z — x2). Protoze vSak
podle (3) plati x1 # 2, 1ze podminku z pfedchozi véty vyjadfit rovnosti mnohoc¢lent
22 —dx+ 5= (v —11)(r — 29). (4)
Poznamenejme, Ze za podminky (4) budou pfedpisy pro funkce f1, fo tvaru

r — I
1—-t

r — T

fl(x): t—f—].’

a fa(z) =

podminka (3) zarudi, ze poloptimky, které jsou grafy fi a fo, nelezi na téze primce (kdyby
lezely, nebyla by grafem f lomend ¢dra): osu x totiz protne jak polopfimka y = fi(z)
(v bodé [z2,0]), tak i polopfimka y = fa(z) (v bodé [x1,0]).

Podminka (4) je s ohledem na (2) ekvivalentni s dvojici rovnic
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ze kterych uréime neznamé hodnoty s a t. Upravou prvni rovnice vyjde t2 = 9, mo7né
hodnoty ¢ jsou tedy £3; podle druhé rovnice jim odpovida stejnd hodnota s = —5. Je-li
t = 3, plati podle (2) x1 = 5 a x5 = —1 (podminka (3) je tehdy splnéna), je-li t = —3,
pak ; = —1 a x5 = 5 (podminka (3) splnéna neni). ReSenim tlohy je tedy jedina dvojice
(s,t) = (—5,3).

Prestoze jsme celé feSeni vedli tak, ze zkouska nutné neni, provedme ji jak pro dvojici
(s,t) = (—5,3), tak pro dvojici (s,t) = (=5, —3). Pro prvni dvojici vychazi

(z+1)(x-5)  z+1

, — (l’gl)a

_ x—4x-5 —2(z = 5) 2
f@) = s a7 (@+1)(x—5) _2-5 > 1
Az+1) 4 =

takze opravdu jde o feseni (obr. 1a); dvojici (s,t) = (—5, —3) odpovida funkce

(x+1)(z—-5) x-5
o’ —4z-5 Az+1) 4
Bz —1+2+7 ) (z+1)(x-5) x4+l

_2(1;_5) - 2 (levx#g)%

(:13§ 17 .ﬁL'?é—].),

f(x)
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Obr. la Obr. 1b

jejimz grafem je lomena ¢ara bez dvou bodu (obr. 1b), takze dvojici (s, t) = (=5, —3) nelze
povazovat za Teseni.

Poznamka. Nékteti soutézici patrné vyjadii podminku linearity obou funkci fi a fo
(aniz zavedou &isla 1, x3) takto: mnohoélen 2% — 4z + s je délitelny jak mnohoclenem
(1—t)x+ (t+7), tak i mnohoclenem (¢t + 1)x + (7 —t), je tedy délitelny i jejich soucinem,
tudiz plati rovnost mnohoclent

(A=t)z+E+7)(t+Da+ (T—1) = (1—t*)(2* — 4z + 3)

(koeficient (1 —12) se zjisti porovnanim kvadratickych ¢lenti). Tento zavér je vSak korektni,
jen kdyz jsou oba linearni mnohocleny nesoudélné; v nasem feSeni je tato nesoudélnost
zaruc¢ena podminkou (3). Soudélnym mnoho¢lenim ze jmenovateli zlomku v (1) odpovida
yreseni“ (s,t) = (—77,0) s prislusnou funkci

2
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jejiz graf (obr. 1c) je sice slozen ze dvou poloptimek, ale jejich spoleény pocéatek do grafu f
nepatii (navic tyto polopfimky sviraji pfimy thel, takZe jejich sjednoceni neni lomena
cara).
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Obr. 1c



3. Ve vsech fesSenich znacime w = |[JMSN]|.

Reseni 1. Z rovnobéznosti pfimek SM a XY plyne rovnost |[4SY X| = n—w (obr. 2).
Proto se vSechny uvazované trojuhelniky SXY shoduji nejen v délce strany SX (rovné
poloméru r kruznice k) ale i ve velikosti protilehlého vnitiniho thlu SY X . Kruznice opsané

"), abod Y lez vidy na
w

vSem trojuhelnikim SXY maji tedy tyz polomér R (rovny

tom jejich oblouku, ze kterého je tétiva SX délky r vidét pod tthlem t—w. Vyska v ke strané
SX trojuhelniku SY X tudiz zfejmé neprevysuje vysku kruhové tsece z obr. 3, pritom je
rovna této vysce, pravé kdyz plati |SY| = |XY|. Proto ma ze vSech trojuhelnika SXY
nejvétsi obsah praveé ten, ktery ma shodné strany SY a XY. Jeho vnitini thel a u vrcholu
S je shodny s vnitfnim thlem u vrcholu X, a tak plati 2a + (1 — w) = n, odkud a = %w,
coz znamend, ze polopfimka SX je osou tthlu M SN. Priisecik této osy s kruznici k£ proto

urcuje hledany bod X.

S i /M
Obr. 2

Obr. 3

Dodejme, Zze maximalni vysku v trojihelniku SXY ke strané SX lze urcit i jinym
postupem (bez tivah o kruhové Gseci): ozna¢ime-li Y, patu vysky z vrcholu Y, a = [ X SY|
a = |4SXY|, potom plati

v-cotga+v-cotg = |SYp| + | XYo| =[SX]| =,

odkud s ohledem na to, Zze a + f = w a Ze funkce cotg je v intervalu (0, %n) konvexni,
vychézi odhad

T T T
<

T w
= >~ = = —t —.
cotga 4 cotg  — 2cotg“T+ﬁ 2 cotg & 9 g 5

Reseni 2. Ozna¢me p = |XY| a ¢ = |SY|. Podle kosinové véty pro trojuhelnik SXY
plati 72 = p? + ¢ + 2pq - cosw, nebot | SY X| = 1 — w. Vypsanou rovnost upravime do
tvaru r2 = (p — q¢)? + 2pq(1 + cosw), z néhoz uz snadno odhadneme velikost souinu pq

shora: ) ) )
r’—(p—q)? r

2(1+cosw) ~ 2(1+cosw)’

pg =

pritom rovnost nastane, pravé kdyz p = ¢. To je i podminka, za které je obsah %pq sin w
trojuhelniku SXY maximalni. Dosli jsme tak ke stejnému zavéru jako pfi prvnim feseni.



Reseni 3. Vyjadfeme obsah trojihelniku SXY jako funkci thlu a = |[JXSN|
a zjistéme jeji nejvétsi hodnotu v intervalu 0 < a < w. Pii oznaceni z obr.4 plati
|XZ| = |SX|sina = rsina; protoze |[4SYX| =1 —w a [45SXY| = w — a, ze sinové

N
Z X
Y l
w
r
g # M
Obr. 4
véty pro trojuhelnik SXY vychazi
SY| = |SX] - sin(%u—oz) . sin(%u—oz).
sinw sinw

Pro obsah P trojthelniku SXY tak dostavame vyjadieni

_|SY]-1XZ]  r?sinasin(w—a) r?(cos(2a — w) — cosw)

P

2 2sinw 4sinw

(vyuzili jsme vzorec 2sinzsiny = cos(x — y) — cos(z +y) pro x = a a y = w — «). Proto
pro hodnotu P plati horni odhad

r?(1 — cosw) r? w
— = |\= 85/
4sinw 4 2

P

A

pfitom rovnost nastane pravé v pripadé, kdy cos(2a —w) = 1, coz je v nasi situaci splnéno

jediné pro ao = %w (z nerovnosti 0 < o < w totiz plyne odhad [2a — w| < w).

Za Gplné feseni je 6 bodl. Vyjadieni obsahu trojahelniku SXY jako explicitni funkce nékteré (jedné!)
z vhodnych proménnych (|[$XSN]|, |YS|, | XY]) oceiite 3 body. Za povsimnuti, ze vSechny trojuhelniky
SXY maji stejny thel pti vrcholu Y, udélte 1 bod.

4. Predpokladejme, zZe f je libovolna z hledanych funkci. V§imnéme si, ze leva strana
dané rovnice je suda funkce proménné x. Pfi zaméné ¢isla z opacnym cislem —x se proto
nezmeéni ani hodnota pravé strany rovnice:

(-9 flz+y)=(—z—y)° f(—z+y)

neboli
(-9 flz+y)=(@+y)? fly—=).



Dosadme sem pfi libovolném ¢ € R hodnoty z = %(t — 1) ay = %(t + 1), které jsou
zvoleny tak, aby platilo x +y =t a y — x = 1. Dostaneme vztah f(t) = t2- f(1) pro kazdé
t € R. Funkce f je tedy nutné tvaru f(z) = cz?, pfitom nezndmy koeficient c zjistime tak,
ze dosadime do rovnosti ze zadani (a tak vlastné soucasné provedeme i zkousku): rovnice
c(z? 4+ cy?)? = (z —y)? - c(x +y)? je ekvivalentni s rovnici c(c + 1)y?(22% + (¢ — 1)y?) = 0,
jez je splnéna pro libovolna = a y, pravé kdyz ¢ = 0 nebo ¢ = —1 (napt. dosazeni z =y = 1
vede k podmince c(c + 1)2 = 0, takze nutné ¢ € {0, —1}).

Uloha mé pravé dvé feseni: nulovou funkci fi(x) = 0 a funkci fo(z) = —a2.



