50. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 11. kola kategorie B

. Urcete vSechna realna cisla p takova, ze pro libovolna kladné ¢isla x, y plati nerovnost
3 3

x° +

TP > o
r+vy

. Je dan trojihelnik ABC'. Sestrojte rovnobéznik K LM N tak, aby jeho vrcholy K a L
lezely na strané AB, vrchol M na strané BC, vrchol N na strané AC a aby trojuhelniky
AKN, LBM a NMC mély stejné obsahy.

. Urcete vSechna prirozena cisla n, pro ktera je podil

Vv

vysek trojuhelniku PQR, pricemz body P, @, R jsou po fadé priseciky polopfimek
opacnych k poloptimkam T'A, T'B, T'C' s kruznici opsanou trojuhelniku ABC.

I1. kolo kategorie B se kona
v atery 27. bfezna 2001

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu muze soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym TesSitelem je ten zdk, ktery ziskd 10 bodt
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



50. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie B

1. Nerovnost je pro kladna x, y zfejmé ekvivalentni se vztahem

v (py — x) — 2% (y — ) = 0.

Je-li p = 1, dostavame

Yy —z)—a*(y—z) 2y (y—a) -2y —z)=(z+y)(y—x)* 2 0.

Je-li vSak p < 1, neplati dana nerovnost naptiklad pro x =y = 1.
Zdvér: Dana nerovnost je splnéna pro kazda dvé kladnéa ¢isla x, y, pravé kdyz p = 1.

2. Ptedpokladejme, ze rovnobéznik K LM N mé pozadované vlastnosti. V posunuti
o vektor NM (obr. 1) je obrazem trojihelniku AK N trojtahel-
nik DLM. Vznikly trojthelnik DBM mé mit (dle zadani)
dvakrat veétsi obsah nez trojuhelnik NMC' a je tomuto troj-
thelniku podobny (véta uu). Koeficient & podobnosti, ktera
prevadi trojuhelnik DBM na trojuhelnik NMC, je odmoc-
ninou z podilu obsahii téchto trojihelnikd a zaroven podilem
délek libovolnych dvou v podobnosti si odpovidajicich tsecek:

| BM]

k= V= o
LBM, DLM a AK N, jejichz vysky na strany LB, DL a AK
jsou shodné, navic plyne |LB| = |DL| = |AK].

Odtud plyne konstrukce: Na tise¢ce BC' sestrojime bod M A4 YV KD L Y B
tak, aby |[BM| : [MC| = v/2 : 1. Rovnobézka s piimkou AC Obr. 1
vedend bodem M protne tsecku AB v bodé D. Vrchol N na-
lezneme jako prusecik tsecky AC' s primkou, ktera prochazi bodem M rovnobézné s AB.
Bod L sestrojime jako stied tsecky DB, bod K je pak obrazem bodu L v posunuti o vek-
tor MN.

Vysledkem konstrukce je rovnobéznik KLM N (jediny pro kazdy trojuhelnik ABC),
o némz se snadno presvédcime, ze ma pozadované vlastnosti.

Z podminky rovnosti obsahti trojuhelnikt

Jiné feseni. Z rovnosti obsahu trojuhelniki AKN a LBM se shodnymi vySkami na
strany AK a LB plyne shodnost téchto stran. Ozna¢me (obr.1) |AB| =c¢, [INM| = |KL| =
=z, |BM| =m a |[MC| =na |LB| = |AK| = y; ziejmé ¢ = 2y + x, takze y = 3(c — z).
Trojuhelniky NMC a LBM maji stejné obsahy, je tedy %xn sinf3 = %ym sin § neboli
xn = ym. Po dosazeni za y a Upravé mame

x(m + 2n) = me. (1)
Z podobnosti trojuhelniki NMC a ABC plyne tméra x : ¢ = n : (m + n) neboli
nec = x(m+n), (2)
takze z rovn‘osti |souéinu levych a soucinu pravych stran vztahii (1) a (2) dostaneme m =
. |BM

= nv/2, tj. W =m :n = V2. Odtud vyplyva konstrukce podobné jako v pfedchozim

feSeni.
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3. Polozme m = an = 10k 4+ r, kde k£ je celé nezaporné a r je posledni cifra

(n10)?
¢isla n, tj. 7 € {0,1,2,...,9}. Zfejmé je m celé pro vSechna n, kterd maji r =0 a k > 0.
Pokud je k =0 ar € {1,2,3,4}, neni zlomek m definovén.
100k2 + 20k
Necht je k >0 ar € {1,2}. Pak m = ﬁ =1+ 5%, coz neni celé ¢islo.
100k? + 60k + 10 6k + 1
Pro k > 0 ar = 3 plati m = 1—50k2 i =1+ 10—]; . Citatel posledniho

zlomku neni na rozdil od jmenovatele délitelny deseti, tedy m neni celé ¢islo.

100k2 + 80k + 20 4k + 1
Je-li k > 0ar =4, mdme m = 1—1(—)0k2+ =1—|—T:;
dk+1  4k+1 4k +1 1
k=1.Prok>1je 52; - @ jk)k < ++1)k = -+ a tak m nemitze bt celé Gislo.
Je-li konecné r € {5,6,7,8,9}, dostavame

. Odtud m = 2 pro

~ 100k? + 20kr + (r?)10 _ 100k? + 200k + 100

1.
100(k+1)2 = 100(k11)

Zaveér: m je celé ¢islo pro vSechna prirozenda cisla n, jejichz dekadicky zéapis konci
cifrou 0 a pro n = 14.

4. Pravouhlé trojuhelniky LRP a KQP na obr.2 jsou podobné, protoze maji spo-
leény ostry thel pti vrcholu P. Vyuzijeme-li navic, ze obvo- o

dové uhly prislusné témuz oblouku jsou shodné, dostavame

4CAP[ = |$CRP| = |LRP| = |4 KQP| = |$BQP| =

= |9 BAP)|. Bod F je stied use¢ky BC, tétivy CP a BP 0 L J2
N

prislusné shodnym obvodovym thlim ACP a BAP jsou
shodné. Trojuhelnik CEP je tedy shodny s trojuhelnikem
BEP podle véty sss, tudiz thly AEB a BEP stejné jako
uhly AEB a AEC jsou shodné (a pravé). Odtud plyne
i shodnost trojuhelnikiic AEC a AEB podle véty sus. Je G /K

tedy |AC| = |AB|. Analogicky zjistime, ze |AB| = |BC|. A B
Zaveér: Danym podminkam vyhovuji jen rovnostranné
trojuhelniky ABC.

Pozndmka. Rovnost |CP| = |BP| lze dokézat i jinak, R
napriklad na zakladé poznatku, ze obrazy ortocentra v sou- Obr. 2
meérnostech podle stran trojuhelniku lezi na kruznici troj-
tthelniku opsané (viz pomocnou tlohu 2 ke ¢tvrté tloze domaciho kola). Tézisté T troj-
thelniku ABC' je zaroven ortocentrem trojihelniku PQR. Proto jsou obrazem tsecky TP
v osovych soumérnostech podle pfimek P(Q a PR po rfadé tsecky CP a BP, které jsou
tudiz shodné.




