50. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 1. kola kategorie C

. Najdéte vSechny dvojice prirozenych cisel a, b, pro které plati
a+ b+ D(a,b) 4+ n(a,b) = 50,

kde D(a,b) znac¢i nejvétsi spoleény délitel a n(a,b) nejmensi spoleény nasobek pfiro-
zenych cisel a, b.

. Kruznice k(S,7) a l(O, R) se vné dotykaji v bodé T'. Jejich spole¢na tecna v bodé T’
protina jejich vnéjsi spolecnou teénu v bodé M. Dokazte, Ze trojuhelnik SOM je
pravouhly, a vyjadrete jeho obsah pomoci polomeéri r, R danych kruznic.

. Najdéte vSechny dvojice kladnych c¢isel x, y, které jsou feSenim soustavy rovnic

x - y10 = 195,6,
Yy-Ti10 = 241,7

Zapis z19 znaci Cislo, které vznikne zaokrouhlenim ¢isla z na desitky.

. Sestrojte trojuhelnik ABC' takovy, ze vyska a téznice z vrcholu C' déli téznici z vr-
cholu A na tfi shodné tsecky, je-li dana délka strany AB a velikost vysky z vrcholu C.

IT. kolo kategorie C se kona
v atery 27. brezna 2001

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, tispésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



50. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh II. kola kategorie C

1. Polozme a = Dk, b = DI, kde D = D(a,b) je nejvétsi spoleény délitel cisel a, b,
takze ¢isla k, [ jsou nesoudélna. Je pak n = n(a,b) = Dkl a méa platit D(k+1+1+kl) = 50,
tedy (1+k)(141)D = 50. Najdeme proto vSechny rozklady ¢isla 50 na souéin tii pfirozenych
¢isel D, 1+ k, 141, z nichz posledni dvé jsou vétsi nez 1. Bez (jmy na obecnosti miizeme
predpokladat, ze a < b, tj. k < [. Dostaneme tak tyto moznosti:

D 1+k 1+1 k l a b
1 2 25 1 24 1 24
1 5) 10 4 9 4 9
) 2 5 1 4 ) 20

Pro D = 2 dostaneme k =1 = 4, ale k, [ maji byt nesoudélna.
Pro D = 10, 25 nebo 50 dostaneme k = 0, coz nevede k zadnému fesSeni.
Uloha m4 Sest fefeni: {a,b} = {1,24}, {a,b} = {4,9}, {a,b} = {5,20}.

2. Ogznac¢me K, L body dotyku té spolecné tecny obou kruznic, na které lezi také
bod M a ktera je rtizna od spoleéné teény v bodé T (obr. 1). Ze soumérnosti podle piimky
M S plyne shodnost thlia KM S a TMS a ze soumérnosti podle piimky OM plyne shod-
nost thlat LMO a TMO. Soucet téchto ¢ty uhla je 180°, proto |[ISMO| = |[SSMT| +
+ |[STMO| =90°. Tim je vyfeSena prvni ¢ast tlohy.

Obr. 1

Uzitim Pythagorovy véty pro trojihelniky SOM, STM a OT M dostaneme pro vysku
v = |TM]| trojahelniku SOM rovnost

(r+R)* = (r* +0°) + (R? +v%),

odkud v? = Rr. (Tento vztah plyne i piimo z Eukleidovy véty pro trojthelnik SOM.)
Obsah trojtthelniku SOM je tedy (R + r)VRr.



3. Jsou-li z, y FeSenim, musi byt = 5 a y = 5, jinak by se x1¢ nebo 1o rovnalo nule.
Protoze y10 = 10, je x = 195,6 : y10 < 19,56, takze x1¢ se rovna 10 nebo 20. V prvnim
pripadé je y = 24,17, y10 = 20 a x = 9,78, v druhém ptipadé je y = 12,085, y190 = 10
a x = 19,56. Uloha ma pravé dvé Feseni:

(z,y) = (19,56;12,085) a (x,y) = (9,78;24,17).
Za Uplné feseni je 6 bodu.

4. Predpokladejme, ze trojuhelnik ABC' splnuje podminky tlohy. Oznacme S stied
strany BC, M stfed strany AB, T tézisté trojihelniku, P patu vysky vedené bodem C', K
|AT| = 2|TS|, musi byt bod K stfedem tusecky AT (obr.2). Z rovnosti |[AK| = |KT| =
= |T'S| navic plyne, ze |AP| = |PU| = |UV]|, kde U, V jsou kolmé pruméty bodt 7', S na
piimku AB. Jelikoz S je stied strany BC, je V stied tsecky PB. Proto |AP| = $|AB|.
Odtud jiz plyne konstrukce: Sestrojime tusecku AB dané délky, na ni bod P tak, aby
|AP| = }|AB|. Bodem P vedeme kolmici k AB, na ni naneseme od bodu P danou vysku
a dostaneme tak bod C, a tim i trojihelnik ABC.
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Obr. 2

Drikaz spravnosti konstrukce. V sestrojeném trojuhelniku ABC uvazujme té&Znice C M

a AS, tézisté T a prusecik K tusecek AS, CP. Oznacme U, V kolmé pruméty boda T,

S na piimku AB. Protoze |CT| = 2|TM]|, je |PU| = 2|UM], a proto |PU| = Z|PM]|.

Oznacime-li ¢ = |AB|, je |AP| = ic, |PV| = 3(|AB| - |AP|) = 2¢, |[PM| = 3c—1c= 3o,

|PU| = 2|PM| = tca |[UV| = |PV| — |PU| = ic. Protoze |AP| = |PU| = [UV], je také
|AK| = |KT| = |T'S|. Tim je spravnost konstrukce dokazana.
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