51. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie A

1. Je-li S obsah trojuhelniku o strandch a, b, ¢ a T obsah trojihelniku o strandch a+b,
b+c, c+ a, pak plati T = 4S. DokaZte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

RESEN{. Vyjadfeni obsahu S obecného trojihelniku z délek jeho stran a, b, ¢ je
dédno Heronovym vzorcem

a+b+c

S=+s(s—a)(s—b)(s—c), kde s= 5

Bez oznaceni s pro polovi¢ni obvod je zapis Heronova vzorce ponékud delsi:

S:%\/(a+b+c)(b+c—a)(a+c—b)(a+b—c). (1)

Udélejme malou odbocku a vS§imnéme si, jak Herontiv vzorec neptimo ,testuje” znamé

nerovnosti, které zarucuji existenci trojuhelniku: Cisla a, b, ¢ jsou délkami stran nékte-

rého trojuhelniku, pravé kdyz vsichni ¢initelé pod odmocninou ve vzorci (1) jsou kladni.
Podle vzorce (1) je obsah T trojihelniku o stranach a + b, b + ¢, ¢ + a roven

T = i\/(Za 25+ 20)(20) (2a)(20) = \/abela + b + o).

Dokazovanou nerovnost 7' = 45 tudiz rozepiSeme jako

Vabe(a+b+¢) 2/ (a+b+c)(b+c—a)(a+c—Db)(at+b—c);

v ekvivalentni nerovnosti mezi odmocriovanymi vyrazy zkratime ¢initel (a4 b+ c) a do-
staneme tak nerovnost

abc 2 (b+c—a)la+c—0b)(a+b—c), (2)

kterou nyni (pro strany a, b, ¢ obecného trojihelniku) nékolika zpiisoby dokazeme.
Pfi prvnim z nich vyuzijeme zfejmych nerovnosti

a?>2a®>—(b—c)=(a—-b+c)a+b—-c),
V20— (c—a)’=0b-c+a)b+c—a), (3)
A2 —(a—b?=(c—a+b)(c+a—Db).

Protoze jde o tii nerovnosti mezi kladnymi vyrazy, soucin jejich levych stran neni mensi
nez soucin jejich pravych stran:

a’b?’c® =2 (b+c—a)*(a+c—b)2(a+b—c)?
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odkud po odmocnéni dostaneme nerovnost (2). Tim je nerovnost 7' = 4S5 dokéazana.
Z naseho postupu rovnéz plyne, Ze rovnost 7" = 4.S nastane, pravé kdyz budou splnény
soucCasné tii rovnosti

a>=a®>—(b—c)?, V=0 —(c—a)? ¢ =c*—(a—)>

tj. pravé kdyz bude platit a = b = ¢ (pfipad rovnostranného trojihelniku).

Poznamenejme, ze dikazu (2) jsme dosdhli vynasobenim t¥i analogickych nerov-
nosti (3). Prvni z nich po odmocnéni obou stran ziska tvar nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym priamérem (kladnych) ¢iselu=a+b—cav=a—-b+c:

_(a+b-c)+(a—b+c
B 2

Vyuzit takovou AG-nerovnost vas moznad napadne, kdyz dokazovanou nerovnost (2)
prepisSete z ptvodnich proménnych a, b, ¢ do novych proménnych

) > JlaTb— 9@ b0,

u=a+b—c>0,v=a—-b+c>0, w=—-a+b+c>0.

Protoze a = 1 (u+v), b = 2(u+w) a z = (v + w), prejde nerovnost (2) v nerovnost

(u+v)(u+w)(v+w) 2 8uvw (2"
a souvislost s AG-nerovnostmi
u—;—vz Tw, u—;wz *uw, v—ng o

je nasnadé. Dokézat transformovanou nerovnost (2') mtzeme ovSem i uzitim jediné
AG-nerovnosti: po roznasobeni levé strany (2') a zfejmé tpravé dostaneme
u?v + ulw + v?u + v2w + wu + w3
6

coz je AG-nerovnost pro skupinu Sesti ¢lent

2 uow,

u?v, vw, viu, viw, wiu, wi,

nebot jejich geometricky pramér je roven vu2v - uw - v2u - v2w - W2u - W2v = VVW.

Na zavér uvedme jesté jeden algebraicky dikaz nerovnosti (2). S ohledem na syme-
trii pfedpokladejme, ze a < min{b, ¢}, polozme x =b—a 2 0, y = ¢ —a = 0 a pfepiSme
nerovnost (2) jako nerovnost pro mnoho¢len proménné a s koeficienty zavislymi na x
ay:

abc— (b+c—a)la+c—b)(a+b—c) =

=ala+x)a+y)—(a+x+y)laty—x)(a+z—y) =

=ala® +a(z +y) +ay] — [a+ (@ +y)lla® — (x —y)’] =

= @’ +a*(z +y) +azy] = [@® +*(z +y) —a(r —y)® — (¢ +y)(z —y)*] =

= alzy + (z —y)*] + (2 +y)(z — y)*.
Posledni vyraz je (vzhledem k tomu, ze a > 0, z 2 0, y = 0) zfejmé nezaporny, priemz
nule se rovna, pravé kdyz plati xy =0 a x —y = 0, neboli x =y = 0.
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2. V oboru celych cisel x, y reste rovnici
(w5)" + (y*)s = 22y” + 51, (1)

kde ns znaci ndsobek péti nejblizsi k ¢islu n, napviklad (—9)5 = —10.

RESENI. Poddme nejprve tplné feseni tlohy, aviak bez metodického komentéie,
ktery uvedeme az v nasledné poznamce.

Necht dvojice celych ¢isel x, y vyhovuje rovnici (1). Protoze soucet (x5)2 + (y*)5 je
délitelny péti, dava ¢islo 2xy? piti déleni péti zbytek 4, tj. 5 | (2zy? — 4). Cislo y proto
neni délitelné péti, takze plati bud y = 5k & 1, nebo y = 5k £ 2, kde 5k = y5. Obé
moznosti ted posoudime oddélens.

Pripad y = 5k+1. Protoze y* = 25k*+10k+1, plati 5| (y*>—1), a proto z podminky
5| (2zy? — 4) plyne 5| (2x — 4) = 2(z — 2), tedy = = 5n + 2, kde 5n = z5. Z podminky
5| (y* — 1) plyne rovnéz 5 | (y* — 1), neboli (y*)5 = y* — 1, tudiz rovnice (1) ziskdva tvar

(5n)? + (y* —1)=2-(5n+2) - y* + 51.
Postupnymi tpravami dostaneme

(y* — 10ny? + 25n?) — 4y = 52,
(y* — 5n)* — 4y* = 52,
(y* — 5n — 2y)(y* — 5n + 2y) = 52. (2)

Na levé strané posledni rovnice je soucin dvou celych ¢isel lisicich se o 4y, tedy o nasobek
¢tyt; protoze 52 = 22 - 13, stoji na levé strané (2) soucin &sel 2 a 26, nebo soucin ¢isel
—2 a —26. Tak ¢ onak plati |[4y| = 26 — 2 = 24, odkud y = +£6, takze mensi z obou
¢initeldt v (2) je roven 62 — 5n — 12 = 24 — 5n. Zatimco rovnice 24 — 5n = 2 7adné
celociselné feseni n nema, rovnice 24 — 5n = —26 ma feseni n = 10, kterému odpovida
x =5-10+ 2 = 52. Podminku y = 5k £ 1 tedy spliiuji pravé dvé feSeni rovnice (1):
(z,y) = (52,6) a (z,y) = (52, —6).

Pripad y = 5k+2. Protoze y* = 25k +20k +4, plati 5| (y*>+1), a proto z podminky
5] (2xy? —4) plyne 5| (—2x —4) = —2(z +2), tedy * = 5n — 2, kde 5n = z5. Z podminky
5| (y*+1) plyne rovnéz 5 | (y* — 1), neboli (y*)5 = y* — 1, tudiz rovnice (1) ziskva tvar

(5n)* + (y* —1) =2 (5n —2) - y* + 51.
Postupnymi tpravami dostaneme

(y* — 10ny? + 25n?) 4 4y = 52,
(y* — 5n)? + 4y* = 52. (3)

Oba scitanci v levé strané posledni rovnice jsou nezaporni, takze neprevysuji ¢islo 52
z pravé strany. Z nerovnosti 4y? < 52 plyne y? < 13, coz s ohledem na podminku
y = bk £ 2 znamend, ze bud y = £2, nebo y = +3. Je-li y = 42, je rovnice (3) splnéna,
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pravé kdyz (4 — 5n)? = 36, coz nastane pro jediné celé &islo n = 2, kterému odpovida
r="5-2—2=8. Jeli y = 43, piejde (3) v rovnici (9—5n)? = 16 s jedinym celoéiselnym
kofenem n = 1, kterému odpovidéd x =51 — 2 = 3. Podminku y = 5k 4 2 tedy splnuji
pravé ¢tyfi feseni (x,y) rovnice (1): dvojice (8,2), (8,—2), (3,3) a (3, —3).
Odpoveéd. Rovnice (1) mé v oboru celych ¢isel celkem Sest feseni (z,y): dvojice
(52,6), (52, —6), (8,2), (8,—2), (3,3) a (3,-3).1
Pozndmka. Resitelé by si méli pfedné uvédomit, Ze pro kazdé celé z je &islo z5 rovno
jednomu z ¢éisel z—2, z—1, z, z+1 nebo z+2 (tomu z nich, které je ndsobkem péti). Danou
tlohu by bylo mozné proto fesit tak, Ze bychom rovnici (1) posoudili v jednotlivych
piipadech © = 5n +r a y = 5k + ¢, kde ¢isla r a ¢ probihaji (navzajem nezavisle)
mnozinu {—2,—1,0, 1, 2}. Takova diskuse by ovsem byla zdlouhavé, vySe podané Feseni
je jejim promyslenym zkracenim. Uvédomte si, ze pfi nasem postupu jsme nejdiive
vyloucili ptipad ¢ = 0 a poté jsme jiz rozlisili pouze ptipady ¢ = +1 a ¢ = +2. Bylo to
umoznéno tim, ze &islo y? mé pii déleni péti zbytek nezavisly na znaménku éisla ¢ a ze
podle tohoto zbytku lze z rovnice (1) jednozna¢né uréit obdobny zbytek ¢isla z, tedy
hodnotu r. Posledni ,trik“, ktery jsme pri feseni uplatnili, spocival v tom, Ze jsme do
rovnice (1) nedosazovali vyjadieni y = 5k &+ 1 resp. y = 5k + 2, ¢imz se nam ponékud
zjednodusil zapis ptislusnych rovnic (2) a (3). Dodejme jesté, Ze algebraické upravy
rovnice (1) vedouci k rovnicim (2) a (3) patii pfi FeSeni rovnic v oboru celych ¢isel
k tém nejobvyklejsim postuptim.
Resitelim tlohy pomtizeme, kdy# jim postupné piedlozime tyto diléi tikoly:
a) Dokazte, ze ¢islo y z libovolného feSeni (x,y) rovnice (1) neni délitelné péti.
b) Zjistéte zbytky pii déleni péti éisel y? a y* v zavislosti na zbytku &isla y.
c) Urcete zbytek pii déleni péti ¢isla = z libovolného feseni (x,y) rovnice (1), znate-li
(nenulovy) zbytek ¢isla y2.

3. V daném trojuhelniku ABC' protind osa uhlu ACB stranu AB v bodé K a kruznici
opsanou v bodé L (L # C'). Oznacme V stred kruznice vepsané trojuhelniku ABC),
S stred kruznice opsan€ trojuhelniku K BV a Z prusecik primek AB a SL. Dokazte,
zZe primka SK je tecnou kruznice opsan€ trojuhelniku KLZ.

RESEN{. Skute¢nost, ze néktera pfimka je te¢nou nékteré kruznice, ovéfujeme Easto
pomoci dulezité planimetrické poucky o tzv. dusekovem wuhlu, ta vSak nepatii k béznému
gymnazialnimu ucivu. Proto se o ni zminime pfed vlastnim feSenim tlohy.

Obrazek 1la ilustruje znamy skolsky poznatek o obvodovych a stfedovych thlech:
Velikost w stredového uhlu AS B kruznice k je rovna dvojndsobku velikosti o prislusneho
obvodového uhlu AK B. Na obrazku 1b je kromé kruznice k o stiedu S a jeji tétivy AB
nakreslena jesté tisecka LA, ktera svira s tétivou AB thel velikosti 7. Z rovnoramenného
trojuhelniku ABS se zékladnou AB plyne, Ze thel SAB mé velikost %(180O —w) =90°—
— %w, a proto tthel SAL ma velikost (90° — %w) + 7. Pfimka LA je te¢nou kruznice k,
pokud je tthel SAL pravy, tedy pokud plati

1
<90° — 5@0) +7=90°, mneboli w =27

I Doporucujeme provést zkousku, i kdyz neni nutnou soucéésti takto podaného FesSeni.
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Obr. la Obr. 1b

Stejna podminka w = 27 se podobné odvodi i v pfipadé z obr. 1c, kdy stredovy thel w
je vétsi nez 180°. V obou situacich se tthel LAB mezi usekem LA tecny a tétivou AB
nazyva usekovy uhel. Jak jsme pravé dokazali, velikost w stredového thlu ASB je rovna
dvojnasobku velikosti T usekového whlu LAB. V dusledku uvedenych vét plati tvrzeni
o shodnosti obvodovych a tisekovych thld, pokud tyto dva thly vybirame v opacnych
polorovinéach vytatych pfimkou, na které lezi doty¢éné tétiva kruznice (obr. 1d). ProtozZe
velikost isekového tthlu polohu prislusné te¢ny jednoznac¢né urcuje, vyuzijeme pii reseni
dané tlohy shodnost obvodového a tisekového tthlu ve formé této implikace: Jsou-li dany
tri rizné€ body A, B, K téze kruznice k a vnitrni bod L poloroviny opacné k poloroviné
ABK a jsou-li uhly AKB a LAB shodné, pak primka LA je tecnou kruznice k.

S
Ly
L L%
k K
Obr. 1c Obr. 1d

Situace z nasi tlohy je znazornéna na obr. 2. Kruznice opsané trojuhelnikim ABC),
KBV a KLZ jsou oznaceny po fadé k, k1 a ko. Nasi tllohou je dokazat, ze primka SK je
tecnou kruznice ko; k tomu podle predchoziho odstavce staci vysvétlit, pro¢ jsou shodné
tuhly SKZ a KLZ, vyznacené na obr. 2 obloucky. Kromé toho ovsem musime zdtvodnit,
pro¢ body L a S vzdy lezi v opacnych polorovinich s hrani¢éni pfimkou AB (jak je tomu
v pfipadé naseho obrazku).

Stied V' kruznice vepsané je vzdy vnitinim bodem trojuhelniku ABC, nebot je
prusecikem os jeho vnitinich thld. Proto je bod V' vnitinim bodem usecky CK, za-
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timco bod L lezi na jejim prodlouzeni za bod K. Body V' a L proto lezi v opa¢nych
polorovinach s hrani¢ni primkou A B. Oznac¢ime-li jako obvykle «, 3, v velikosti vnitinich
uhli trojihelniku ABC, ma trojihelnik BC'V u vrcholi B a C vnitini thly velikosti

v/

% 0 a %7, takze pro jeho vnéjsi thel pii vrcholu V' plati

_|_
4BVE| = 217 <900,
Uhel BV K je tudiz ostry, a proto stfed S kruznice k; leZi ve stejné poloroviné s hrani¢ni
primkou BK jako bod V, coz spolu s predchozim tvrzenim o poloze bodt V' a L znamen3,
ze body L a S skutecné lezi v opac¢nych polorovinach s hrani¢ni pfimkou AB, jak jsme
potrebovali ovérit. Podle véty o obvodovych a stfedovych tihlech v kruznici k; plati

[XIBSK|=2-|9BVK|=(+7,

z rovnoramenného trojuhelniku BK .S tudiz plyne

$SK 2| = |3SKB| = L(180° — [$BSK]) = L(180° —§ ) = o

Zbyva nam proto dokézat, ze také thel KLZ ma velikost %Oz. Provedeme to dvéma
nezavislymi postupy.

P¥i prvnim z nich nejprve uréime velikost thlu LBV Protoze | LBA| = | LCA| =
= 17 (obvodové ihly v kruznici k) a [ ABV| = 33, vzhledem k vz4jemné poloze tsecek
LV a AB miizeme psat

$LBV| = [JLBA| + JABV| = (5 +7).

Jiz dfive jsme zjistili, ze takovou velikost mé i thel BV K (neboli tthel BV L), a tak je
trojuhelnik BV L rovnoramenny: |BL| = |V L|. Zaroven ovSem plati |BS| = |V S|, takze
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oba body L a S lezi na ose tsecky BV (¢tyfuhelnik BLV' S je tedy deltoid, pfipadné
kosoctverec nebo ¢tverec). Odtud plyne, Ze usecky BV a SL jsou navzajem kolmé, tihel
KLZ je proto dopliikkovy k thlu BV K:

[SKLZ| =90° — |[§BVEK| =90° — (3 + ) = la.

Tim je tvrzeni ulohy dokézano.

P1i druhém zptisobu urceni velikosti thlu KLZ si nejdfive vSimneme, zZe plati
|<SBLK| = |<BLC| = |[4BAC| = « (obvodové thly v kruznici k), coz spolu s diive
odvozenou rovnosti [ BSK| = [ + v znamend, ze ve ¢tyfuhelniku BLKS je soucet
vnitinich hld u protéjsich vrcholtt L a S roven 180°, jedna se proto o ctyfuhelnik,
kterému lze opsat kruznici. V ni jsou KBS a K LS shodné obvodové thly nad tétivou
K S, a proto plati

SKLZ| = [§KLS| = |$KBS| = La

(pfipominame, ze BK S je rovnoramenny trojuhelnik s thly %a pii zédkladné BK).

4. Necht n 2 2 je dané prirozené ¢islo. Pro které hodnoty redlného parametru p md
soustava rovnic

2
1’411‘1’ ? = px2,
1
2
4
Ty + l'_% = pxs,
................... , (1)
4 2
Lp_1 + 12 = PTn,
n—1
4 2 _
xz, + .T_Q = pI1
n

alespon dvé reseni v oboru redlngch cisel?

RESEN{. Protoze dané soustava (1) je velmi slozit4 a patrné neexistuje postup, jak
v konecném algebraickém tvaru vyjadrit vSechna jeji feseni, budeme jednak premyslet
o podminkéach resitelnosti této soustavy, jednak hledat néktera jeji specialni feseni.

Vsimnéme si nejdiive, ze soustava (1) nemé zadné feSeni pro hodnotu p = 0, protoze
hodnoty levych stran rovnic jsou kladné ¢isla. Také druhé zjisténi, které nyni uvedeme,
je zfejmé: n-tice ¢isel (1, xa,...,x,) je FeSenim soustavy (1) s hodnotou parametru p,
pravé kdyz n-tice opa¢énych ¢isel (—x1, —z2, ..., —x,) je FeSenim soustavy (1) s opa¢nou
hodnotou parametru —p. Hodnoty levych i pravych stran vSech rovnic soustavy se totiz
pfi zméné vsSech hodnot z; — —x; a p — —p nezméni, protoze pro libovolna x # 0 a p

plati
(o)t ety 8 (Cp) =

Soustava (1) s hodnotou parametru p ma tedy pravé tolik feseni, kolik jich mé soustava
(1) s hodnotou parametru —p. Budeme proto hledat pouze vSechna kladnd ¢isla p, pro
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kterd ma soustava (1) aspon dvé Feseni (a v odpovédi k nim pfipojime vSechna opa¢na
Cisla —p.)

A7 do zavéru reseni budeme tedy uvazovat jen kladné hodnoty parametru p sou-
stavy (1). Z kladnosti jejich levych stran plyne, Ze také vSechny pravé strany px; musi
byt kladné, a proto (s ohledem na pfedpoklad p > 0) musi platit z; > 0 pro kazdé i.
Libovolné feseni (x1, s, ..., x,) soustavy (1) je tedy sestaveno z n kladnych ¢isel.

Pfedpokladejme nyni, Ze pro dané p > 0 néjaké feSeni (x1,x2,...,z,) soustavy (1)
existuje, a vSech n rovnic mezi sebou vynasobme. Pro kladna ¢isla xq, 29, ..., 2, tak
dostaneme rovnost

2 2 2
4 4 4 n
=)t + S )2+ =) ="z Ty 2
(1 IE%)(Q x%) (n 1‘%) btz ()

Kazdy cinitel na levé strané odhadneme zdola podle znamé nerovnosti
u+v = 2v/uv,

ktera plati pro libovolna kladna ¢isla u a v, pficemz rovnost nastane, pravé kdyz u = v
(je to v podstaté nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem cisel u a v,

plynouci snadno ze zfejmé nerovnosti (y/u — \/5)2 = 0). Proto pro kazdy index i plati

2 2
x?+?§2 v} S5 = |wl - 2vV2 =1 2V2, (3)

Ly

Dusledkem rovnosti (2) je tudiz nerovnost
(m12\/§) (m22\/§) .. (xn2\/§) S ptriwa. .. Ty, (4)

ze které po kraceni (kladnym) souinem xizs ...z, dostaneme podminku na ¢islo p ve
tvaru

p" 2 (2V2)", neboli p > 2V2.

Zformulujme, co jsme pravé zjistili: md-li soustava (1) pro pevné p > 0 alespon jedno
resent, pak pro toto ¢islo p plati odhad p = 2V/2.

Pro ,krajni“ hodnotu p = 2v/2 nyni soustavu (1) tplné vyfesime, tj. najdeme
vSechna jeji feSeni. Je-li (x1,x2,...,x,) libovolné feseni soustavy (1) s hodnotou p =
= 24/2, pak podle tivah z piedchoziho odstavce nastane v nerovnosti (4) rovnost, coz
je mozné jediné tak, ze rovnosti nastanou ve vSech nasobenych nerovnostech (3). Proto
tehdy pro kazdy index ¢ plati

2
xf = neboli x? =2, tj. x =2

Pro hodnotu p = 21/2 m4 tedy soustava (1) jediné (!) feseni
(1,22, ..., Ty) = (\6/5, {3/5,,\6/5)
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Z vysledku predchozich dvou odstaved plyne: md-li soustava (1) pro pevné p > 0
alespori dvé vesent, pak pro toto ¢islo p plati ostrd merovnost p > 2v/2. Najdeme-li
proto dvé feSeni soustavy (1) s libovolnou hodnotou parametru p > 2v/2, budeme znét
odpovéd na otazku ze zadani Glohy. Zminéna dvé feSeni budeme hledat mezi n-ticemi
(x1,22,...,x,) slozenymi z n stejnych ¢isel; takova n-tice (x, z, . .., ) je zfejmé FeSenim
soustavy (1), pravé kdyz je ¢islo x FeSenim (jediné) rovnice

2
zt + — = px, neboli 2% —pad +2=0.
x

3

Posledni rovnice je kvadraticka vzhledem k neznamé y = x° a ma v oboru realnych cisel

y dvé rizna reseni
pEp*—8
Yi,2 = 9

pro kazdou z nadmi uvaZzovanych hodnot p > 2v/2, nebof pro né plati p> — 8 > 0. Pro
kazdé takové p ma tedy ptivodni soustava (1) dvé FeSeni

(1, xn) = (YY1, Sy1) a (z1,...,20) = (Yy2,-- -, JY2)-

(Nevylucujeme, ze kromé téchto reseni tehdy existuji i feseni jina, totiz takovd, ze x; # x;
pro néktera i # j.)

Odpowveéd. Vsechny hledané hodnoty p tvofi mnozinu (—oo; —2\/5) U (2\/5; oo).

5. Najdéte vSechny mnohocleny P(z) s redlnymi koeficienty, které pro kaZdé redlné
cislo x splnugi rovnost

(x+1)P(x—1)+ (z— 1) P(x+ 1) = 2z P(x). (1)

RESENT. Dvéma odli$nymi postupy ukazeme, ze vyhovujici mnohoéleny jsou pravé
mnohocleny tvaru P(x) = ax® — ax + d, kde a a d jsou libovoln4 realna éisla. Pfi
prvnim postupu uplatnime metodu, kterd je uzitecna i pii feSeni mnoha jinych tloh
o mnohoclenech; fika se ji metoda neurcitych koeficienti. Jako obvykle budeme ¢leny
mnohoclenti zapisovat v sestupném poradi podle mocnin proménné z; pomoci prvnich

koeficientn hledaného mnohoclenu
P(z) = ax™ + ba" ' +ca" 2 +da" P L. (2)

vyjadiime prvni koeficienty obou stran rovnice (1) a pak je porovname. Zapisem (2) jsme
naznacili, ze budeme skutec¢né poéitat s prvnimi ¢tyrmi koeficienty mnohoc¢lenu P(z).
Ukaze se totiz, ze vypocty s mensim poctem koeficientti k vyfeSeni tlohy nestaci. Aby-
chom pro mnohocleny stupné nejvyse 3 nemuseli provadét dalsi samostatné vypocty,
nebudeme prozatim predpokladat, ze koeficient a u mocniny ™ v zépisu (2) je rtzny
od nuly.



Najdeme nejdfive prvni ¢leny mnohoc¢lenu P(z — 1):
Pe—1)=az—1D"+bz—-1)"" +clxz—1)"2+dxz—-1)"3+...
= afa” = (a4 (e = (a4 )+
b (e (e )
+e(z"? - ("IQ)x”_3 +.o ) Hd@E - )+ =
=az" + [=(Pa+bJa" "+ [(G)a— ()b + e 4
+[=Ga+ ()0 = (")et " 4
Obdobnym vypoctem zjistime, ze
P(a+1) = a” + [(a+ Ve + [(@a+ (7)b+ a2 +
+[Gat ()b + (")et " 4
Nyni mtzeme uréit prvni ¢leny mnohoélenu (z+1)P(x—1)+ (x —1)P(x+1), totiz ¢leny
s mocninami "1, 2", "1 a z"~2 (vypsali jsme je piedem, abychom pii nasledujicim
vypoctu zbyteéné nevypisovali ¢leny s niz§imi mocninami z):
(+1)Pz—-1)+(z—-1)P(z+1) =
=zPx—-1)+Plz—-1)+zPx+1)—-Plz+1) =
=az"t 4+ [-(Da+ bz + [(5)a— ("] 1)b+c} S
+[=(Ha+ ()b = (")t dla" P+
+az” + [-(Da+b]z" "+ [(5)a — ("Il)b +efa" P+
+az" Tt + [(Da+b]a" + [(Da+ (")b+ ]zt +
+[Ba+ (N0 + ("T)e+d]a" R4 -
- = [(a+ 8 = [(at (Tp+an -
= 2ax™ ! + 2bx™ + [ ( )a — 2( )a+ 20]1'”_1 +
+ 20" —2(" b+ 2d]z" 2 4.
Nagli jsme prvni ¢leny levé strany rovnice (1). Vypsat prvni ¢leny jeji pravé strany je
snadné:

20 P(x) = 2ax™ + 2bx™ + 2ca™ ! 4 2dx" 2 +

Vidime, zZe prvni dva ¢lenové levé strany se shoduji s prvnimi dvéma cleny pravé strany,
at je mnohoClen P(x) vybran jakkoliv. Tfeti a ¢étvrté ¢leny se jiz obecné neshoduji
a jejich rovnosti jsou vyjadireny podminkami

2(Ma—2(Pa+2c=2c a 2(";Nb—2("7")b+2d=2d,

ze kterych po rozepsani kombina¢nich ¢isel dostaneme rovnice tvaru n(n — 3)a = 0
a(n—1)(n—4)b = 0.2V pifpadé n > 3 tedy musi platit a = 0, coz znamen4, Ze se

2 Vsimnéte si, ze rovnice pro koeficient b se 1isi od rovnice pro koeficient a pouze tim, Ze je v ni ¢islo n
zaménéno ¢islem n — 1. Koeficient b totiz pfevezme roli ,vedouciho“ koeficientu a, kdyz v zépise (2)
vynechdme prvni élen souétu (¢imz snizime stupenn n o jednicku).
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muzeme omezit pouze na pripad n = 3. Tehdy je prvni rovnice splnéna pro kazdé a € R,
zatimco z druhé rovnice pak plyne b = 0. Hledany mnoho¢len P(x) je proto nutné tvaru

P(z) =az® +cx +d (3)

a po dosazeni libovolného takového mnohoc¢lenu do obou stran rovnice (1) dostaneme
dva mnoho¢leny, které se shoduji v prvnich ¢lenech s mocninami x4, 23, 22 a x!. Zbyva

tedy porovnat posledni (absolutni) ¢leny obou mnohoélent
(x+1)Px—-1)+(x—1)P(x+1) a 2zP(z).

Misto algebraického vypoétu® vyuzijeme obvykly obrat, ktery je zaloZen na tomto ziej-
mém tvrzeni: absolutni ¢len mnohoclenu p je jeho hodnota p(0) v bodé 0. V nasem
pfipadé proto zjistime, kdy plati rovnost P(—1) — P(1) = 0- P(0), tedy podle (3)

(—a—c+d)—(a+c+d)=0.

Je to ztejmé pravé tehdy, kdyz ¢ = —a. Proto jsou resenimi ulohy pravé mnohocleny
tvaru P(x) = ax® — ax + d, kde a, d jsou libovoln4 redlnd ¢isla.

Nyni poddme DRUHE RESENI tllohy postupem, ktery vyuzivame pii feSeni funkcio-
nalnich rovnic. Ziskdvame pfi ném vyznamné informace o neznamych funkcich tak, ze
do rovnic, které hledané funkce splnuji, opakované dosazujeme vhodné vybrané hodnoty
proménnych.? Necht je tedy P(x) libovolny mnohoclen spliiujici v proménné z € R
rovnici (1). Dosadime-li do ni nejprve hodnotu z = 1 a pak hodnotu = —1, dostaneme
rovnosti

2.P(0)+0-P(2)=2-P(1) a 0-P(-2)—2-P(0)=-2-P(-1),

ze kterych plyne, ze P(1) = P(0) = P(—1). Oznac¢ime-li proto P(0) = d, ma rovnice
P(xz) = d kofeny z = 0, z = 1 a = —1. Existuje tudiz mnohoclen Q(z) takovy, ze
P(z) = z(x — 1)(z + 1)Q(z) + d. Toto vyjadifeni dosadime do rovnice (1), abychom
zjistili, jaké podminky musi spliiovat mnohoélen Q(x) a koeficient d:

(x4+Dz(z—1)(z—2)Qx—1)+dx+1)+
+Hrz—-1)(z+Dz(z+2)Qx+1)+d(x—1) =
=22%(x — 1)(z + 1)Q(x) + 2dz.

Cleny s koeficientem d se v posledni rovnici navzajem zrusi a zbylé ¢leny je mozné
zkratit spoleénym ¢initelem z(x — 1)(z + 1). Ziskdme tak rovnici

(x—=2)Q(x—1)+ (x+2)Q(x 4+ 1) = 22Q(x) (4)

3 Doporucujeme provést takovy vypocet na zavér feseni jako primou zkousku.
4 To jsme ostatné ucinili jiz v zavéru ,algebraického* fesSeni, kdy k uréeni absolutniho ¢lenu jsme do
mnohoclenu dosadili hodnotu z = 0.
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pro neznamy mnohoc¢len Q(x). Ze zpusobu odvozeni plyne, Ze rovnice (4) plati pro
kazdé = € R, které je rizné od 0, 1 a —1; protoZe vSak obé strany (4) jsou mnoho-
¢leny proménné z, které maji stejnou hodnotu pro nekonecné mnoho ¢isel x, musi jit
o mnoho¢leny totozné, a proto rovnost (4) plati i pro x € {0,1, —1}.

Protoze a(x —2) + a(x + 2) = 2ax, rovnici (4) splituje kazdy konstantni mnohoclen
Q(x) = a. Ptavodni rovnici (1) proto vyhovuje kazdy mnohoclen

Piz)=xz(zx—1)(z+1)a+d=az®—-ax+d (a,deR).

Jiné vyhovujici mnohocleny P(z) neexistuji, pokud ukazeme, ze kazdy mnohoclen Q(x)
spliiugict rovnici (4) je konstantni. Necht je tedy Q(zx) libovolny takovy mmnohoclen;
ozna¢me )(2) = a a dosadme do rovnice (4) hodnotu x = 2. Dostaneme

0-Q(1) +4Q(3) = 4Q(2), odkud Q(3)=Q(2) = a.

Nyni volbou z = 3 v rovnici (4) ziskdme rovnost

Q(2) +5Q(4) = 6Q(3), odkud Q(4) =

Dale volbou x = 4 zjistime, ze Q(5) = a, atd. Dokazme proto indukeci, ze Q(n) = a pro
kazdé celé n = 2. Plati-li pro néjaké n rovnosti Q(n) = Q(n + 1) = a (jak je tomu pro
n = 2), pak volbou z = n + 1 v rovnici (4) dostaneme

Qo +2)= A DAY (= DQ() _ 2t o (e _,

Dukaz indukci je hotov. Zjistili jsme, ze rovnost Q(z) = a plati pro nekoneéné mnoho
Cisel x, coZ je mozné, jediné kdyz Q(x) = a pro kazdé x (kdyby byl Q(z) mnohoc¢len
nékterého stupné N > 0, méla by rovnice Q(z) = a nejvyse N kofent1). Celé feSeni je
tim ukonceno.

6. Najdéte vsechny ctyrstény, které magi sit tvaru deltoidu a prdvé étyri hrany dané
délky a. (Deltoidem rozumime konvexni ctyrihelnik soumérny podle jediné ze svych
uhlopricek; nepatri k nim tedy ani ctverec, ani kosoctverec.)

RESEN{. V prvni (podstatnéjsi) ¢asti feseni najdeme viechny ctytstény, které maji
sit tvaru deltoidu; poté jiz pomérné snadno zjistime, které z nalezenych Cty¥sténi maji
pravé ¢tyri shodné hrany.

Uvazujme proto libovolny ¢tytstén ABCD a popisme délky jeho hran pismeny z, v,
z,u, v, w podle obr. 3. VSechny sité ctyrsténu ABC D rozdélime do dvou skupin. Do prvni
z nich zaradime ty sité, v nichz n€ktera sténa ctyrsténu sousedi s tfemi ostatnimi sténami;
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do druhé skupiny budou patrit ostatni sité, v nichz kazda sténa sousedi s nejvyse dvéma
sténami. Protoze jsme oznaceni vrcholid ¢tyrsténu predem nijak neuptesnili, budeme déle
uvazovat jen po jedné siti z kazdé z obou skupin, totiz sité znadzornéné na obr.4 a 5.

Zabyvejme se kazdou z nich samostatné.

Sit na obr.4 je (obecné vzato) Sestithelnikem AD3BD;C Dy, o ¢tyfuhelnik pujde

jediné tehdy, kdyz dva z jeho thlt u vrcholi A, B, C' budou
piimé (tj. budou mit velikost 180°). Je totiZ jasné, Ze pfimy
thel nemtize byt u zadného z vrchold D, D5y, D3. S ohledem
na jiz zminénou libovili znaceni predpokladejme, ze primé
jsou uhly Dy AD3 a D3BD; (vyznaené na obr.4). NaSe sit
je tehdy ¢tyithelnikem Do D3 D1 C, jehoz strany maji (v po-
fadi, v jakém za sebou cyklicky néasleduji) délky 2u, 2v, w
a w. Je-li tento ¢tyfuhelnik deltoid (a ne kosoétverec), musi
ziejmé platit u = v a 2u # w (obr. 6a). Z osové soumérnosti
podle ptimky D3C' pak zjistujeme, Ze plati y = x; Ctyfstén
s ,deltoidni“ siti z obr.6a vidite na obr.6b. Je to ctyfstén
soumérny podle roviny soumérnosti hrany AB. Dodejme, Ze

Obr. 3

kromé nerovnosti 2u # w musi platit rovnéz nerovnost z < w, ktera plyne z vlastnosti
sttedni pticky AB trojuhelniku D D5 D3 a trojuhelnikové nerovnosti pro rovnoramenny

trojuhelnik C'Dy Ds:

Obr. 4

Obr. 5

Sit z obr. 5 je (obecné vzato) Sestitthelnikem AD,BC By Do, o ¢tyfthelnik ptjde jen
v téch pripadech, kdy pravé dva z jeho uhli prfi vrcholech A, B, C', Dy budou ptfimé
(takové totiz nemohou byt thly pfi vrcholech Dy a Bj). S ohledem na liboviili znaceni

staci uvazovat jen tfi nasledujici pripady.
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a) Primé uhly u vrcholi A a Ds. Sit je ¢tyftuhelnik By D1 BC, jehoz strany maji v pofadi
délky 2u + v, v, x, . Zfejmé nejde o deltoid, nebot 2u + v # v.

b) Primé uhly u vrcholi A a C. Sit je ¢tyithelnik Dy Dy BBy, jehoZ strany maji v poradi
délky 2u, v, 2z, v. Protoze dvojice protéjsich stran ma tutéz délku v, nejde o deltoid.

c) Primé dhly u vrcholi A a B. Sit je ¢tyiuhelnik Do Dy C By, jehoz strany maji v poradi
délky 2u, x + v, z, v. Jde-li o deltoid, pak s ohledem na nerovnost x 4+ v > x musi
platit 2u =z +v a x = v, tedy * = u = v. V trojihelniku Dy D1 C' je tsecka AB
stfedni pfickou (obr. 7a), takze plati w = |D2C| = 2|AB| = 2z. Pfislusny C¢tyfstén
vidite na obr. 7b.

D
x 2z
A C
z T
B
Obr. 7a Obr. 7b

Shriime vysledky nasich dosavadnich tivah: Pouze dva typy ¢tyfstént (obr. 6b a 7b)
maji sit tvaru deltoidu. Nagim tikolem je nyni zjistit, kdy tyto Ctyistény maji prave ¢tyri
shodné hrany (dané délky a). Zabyvejme se nejdiive ¢tyfsténem z obr. 6b, jehoZ hrany
maji délky x, =, z, u, u, w. Pfedpokladejme tedy, Ze pravé Ctyfi z nich jsou rovny
a, které to jsou? Predné musi platit z = a, jinak by muselo platit a = 2 = u =
= w, coz je ale ve sporu s nerovnosti z < w, odvozenou vyse. Protoze jsou vylouceny
i rovnosti z = u a u = w (v obou pfipadech by délku a mélo pét hran Ctyfsténu
ABCD), musi platit u = a. V pfipadé = = u je ovSem ¢tyiuhelnik AD3BC kosoctverec;

14



z rovnobéznosti primek AC a D3B plyne rovnost souhlasnych ahla CADs; a BD3A.
Rovnoramenné trojuhelniky CADy a BD3A jsou tehdy shodné podle véty sus, takze
|D2C| = |AB|, neboli z = w, coz je opét spor.’ Zddny ctyrstén z obr. 6b proto neni
resenim nasi ulohy. Prejdéme nyni k druhému typu ctyrsténti a predpokladejme, ze
pravé ¢tyfi z hran nékterého ctyrsténu ABCD z obr. 7b maji délku a. ProtozZe tii jeho
hrany maji délku x, musi platit © = a; ktera (jedind) z ostatnich délek y, z, 2z je rovna a?
V siti na obr. 7a z trojihelniku B1C' D5 plyne z + x > 2z, tedy x > 2. V téze siti ma
trojuhelnik ABC tupy vnitini thel u vrcholu B, nebot jeho vnéjsi thel ABD; je vnitinim
thlem pti zakladné AB rovnoramenného trojihelniku AB D1, takze je nutné ostry. Proto
je nejdelsi stranou trojuhelniku ABC strana AC, coz zapiSeme takto: y > max{z, z}.
Dohromady dostavame y > x > z, s ohledem na rovnost x = a proto nezbyva, nez
aby platilo 2z = a. Nalezenymi podminkami je jiz ¢tyfstén ABCD jednoznacéné (az na
shodnost) uréen. Délku y posledni hrany AC' vypocteme jako téZnici ke strané D; Do
trojuhelniku C'D1 Dy o stranach 2a, 2a, a. Vyjde nam y = %a\/g. Resenim nasi ilohy
je jediny cétyrstén z obr. 8a, jeho sit tvaru deltoidu je na obr. 8b.

D

Obr. 8a

Odpovéd. Hledany ¢tyfstén je jediny: jeho t¥i hrany délky a vychéazeji z jednoho
vrcholu, hrany protilehlé stény maji délku a, %a, %a\/g. Jedna ze siti tohoto ¢tyrsténu
mé tvar deltoidu o stranach a, a, 2a, 2a.%

5 V pfipadé w = z mé ,deltoidni“ sit z obr.6a pfimy thel u vrcholu C, takze nejde o deltoid, ale
o trojuhelnik.
6 Doporucujeme Fesiteltim, aby takovy deltoid vystfihli z papiru a pak model ¢tyfsténu slozili.

15



