51. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie B

1. Do tabulky 4 x 4 jsou vepsdna kladnd redlnd cisla tak, Ze soucin v kaZdé pétici
tvaru T je rovny 1. Zjistéte mazimdlng pocet rizngjch cisel zapsangch v tabulce.

RESEN{. Oznacme a, b, ¢, d, e, f, g, h, i &isla vepsana do levého horniho ¢tverce
3 x 3 tabulky (obr.1). Porovname-li souéiny pro pétice tvaru Eﬁj a Eﬁj umisténé v této
Casti tabulky, musi platit abede = bdefg, neboli ac = fg. Analogicky pro pétice fo a o
nam vyjde ahfdi = cigdh, neboli af = cg. Protoze jde vesmés o kladna ¢isla, plyne
z obou rovnosti f = ¢ a g = a. Zaroven si uvédomme, Ze tuto vlastnost (tj. rovnost
Cisel v protéjsich rozich ¢tverce 3 x 3) musi mit kazdy ze étyf takovych ¢tvercu, které
v tabulce existuji. To vyuzijeme pri dalsim doplinovani dané tabulky.

albl|e alble alblcle alblc|e
h 1 h 1 d T
flelyg flelg clelalb| |clelald
d T d

Obr. 1 Obr. 2

Uvazujme opét umisténi ' v levém hornim rohu dané tabulky s vepsanymi éisly
a, b, c, d, e, doplnme dalsi ¢isla podle pravé dokézané vlastnosti a oznacme = chybéjici
&islo v pétici o (obr. 2). Porovnanim obou shodngch souéinti dostavame abede = abde,
neboli z = c¢. Kdybychom stejnou tivahu udélali pro pétice poli Eﬁj a Hﬂﬂ, jez dostaneme
z uvazovanych pétic preklopenim podle svislé osy dané tabulky, vyjde nam analogicka
rovnost i pro dalsi dvé dvojice poli tabulky (obr. 3).

ble alblcle
b c bldly|c
c b clelalbd

cl|b ylcl|bl|d

Obr. 3 Obr. 4

Ted uz mame tabulku vyplnénou celou az na dvé policka, do kterych vepiseme ¢islo y
(obr. 4). Porovnanim sou¢inti v obou vyznacenych péticich dostavame abede = abedy,
neboli y = e. Analogickd rovnost musi ovsem platit i pro druhd dvé centralni pole
tabulky lezici na druhé ahlopricce, tj. d = a. Staci, abychom celou uvahu zopakovali pro
pétice poli, jez vzniknou z uvazovanych pétic preklopenim podle svislé osy dané tabulky.
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Vsimnéme si ted ve vyplnéné tabulce pétic poli vyznacenych na obr. 5. Zfejmé musi
platit a?bce = abce?, neboli a = e. Vidime, Ze tabulka obsahuje nejvyse t¥i rtizna ¢&isla
a, b, ¢ (obr.6), pticemz abc = 1. Nyni zbyva ovéfit, ze stejny soudin abc mé kazd4
pétice poli tvaru Eﬁj, kterou lze do tabulky umistit. Protoze vyplnéna tabulka je osové
soumérnéd podle obou uhlopricek, a tedy i stredové soumérné, staci to ovérit jen pro
tyfi mozné polohy stejné orientovanych pétic (nap¥. H' v obvyklé poloze pismene T).

alblcle alblcle alblecla
blalelc blal|elc blal|la]|c
clelalbd clelalbd clalalbd
elec|bla elc|bla alcl|bla
Obr. 5 Obr. 6

Odpoveéd. V tabulce jsou zapsana nejvyse tii riznd kladna éisla a, b, ¢, pricemz
3
a’bc = 1.

2. Urcete, kolik cisel muzeme vybrat z mnoziny {1,2,3,...,75599, 75600} tak, aby
mezi nimi bylo cislo 75600 a aby pro libovolnd dvé vybranda cisla a, b platilo, Ze a
je delitelem b nebo b délitelem a. (Uvedte vSechny moznosti.)

RESENI. Uvazujme mnozinu M, ktera splituje podminky ze zadani. ProtoZe M obsa-
huje ¢islo 75 600, musi byt aspon jednoprvkovéa. Déale si vSimnéme, Ze pokud z mnoziny M
odstranime néjaké ¢islo a # 75600, dostaneme mnozinu M’ C M, kterd rovnéz spliiuje
dané podminky. Ovéfme to. Mnozina M’ i nadale obsahuje ¢islo 75600. Jsou-li x, y
libovolnéa dvé ¢isla z mnoziny M’; plati pro né automaticky, ze = | y nebo y | z, protoze
to pro né plati jako pro prvky mnoziny M.

Tim jsme vlastné dokézali, ze pokud najdeme mnozinu, kterd méa m prvka a spl-
nuje podminky zadéani, pak existuje k-prvkovd mnozina pozadovanych vlastnosti pro
libovolné k, 1 < k < m. Stac¢i tedy najit vyhovujici mnozinu, kterd ma maximalni
mozny pocet prvki.

Je-li a libovolny prvek mnoziny M, je predevsim a < 75600. Pokud a < 75600,
musi podle zadani platit, ze a |75 600. Mnozina M tedy obsahuje jen délitele éisla 75 600.

Prvoéiselny rozklad ¢éisla 75600 je 75600 = 24 - 33 . 52 . 7. Kazdy délitel é&isla 75 600
ma tedy tvar 2¢-36.57.79 kde0 S < 4,0 5<3,0< v <2,0 £6 < 1. Kazdy prvek
M je proto charakterizovan uspotadanou ¢étverici (a, 3,7, d) odpovidajicich exponentt
v uvedeném rozkladu na prvodinitele. Jsou-li p a p’ dva rtizné prvky M a plati-li napiiklad
p < p/, pak podle zadani musi soucasné platit < o', 8 < 3/, v <4/, 6 £ ¢, pricemz
asponi jedna nerovnost musi byt ostra (jinak by platilo p = p’), odkud plyne nerovnost
a+fB+y+0<d + 5+~ + . Protoze v naSem ptipadé je 0 < a+ [+ v+ < 10,
mize mnozina M obsahovat nejvyse 11 prvkd. Takovou je napf. mnozina

D={1,2,2%23 2% 2%.3,2%.32 2%.3% 2%.3%.5 24.3%.52 2%.3%.52.7}.

Tim jsme dokazali, Ze z dané mnoziny muzeme (vcetné ¢isla 75 600) vybrat pozadovanym
zptsobem 1,2, ...,11 prvki.



3. Necht k je polokruznice sestrojend nad primérem AB, kterd lezi ve ¢tverci ABCD.
UvaZujme jeji teénu t1 z bodu C (riznou od BC) a oznacéme P jeji prusecik se
stranou AD. Necht ty je spolecnd vnéjsi teéna polokruznice k a kruznice vepsané
trojuhelniku CDP (riznd od AD ). Dokazle, Ze primky t1 a ty jsou navzdjem kolmé.

RESEN{. Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, ze délka strany ¢tverce ABCD
je 1. Ozna¢me M stied strany AB a U prisecik ptimek ¢, ¢t (obr. 7). Dale oznacme [
kruznici vepsanou trojuhelniku CDP, S jeji stfed a r polomér. Dale necht Q a R jsou
postupné dotykové body pfimky t¢; s kruznici | a polokruznici k. Polozme = = |AP|.
V feseni vyuzijeme znamy fakt, ze vzdalenosti obou dotykovych bodt od priseciku tecen
jsou stejné. Takto napriklad dostavame

|CP| = |CR|+ |RP| = |CB| + |AP| =1+ . (%)

Reseni provedeme ve tiech krocich, pfitom kazdy z nich vyplnime vice zptisoby:
1. krok. Vypocet délky x.
2. krok. Vypocet poloméru r.
3. krok. Dtukaz kolmosti piimek ¢ a t5.

D C D C
/Elr ) / .
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| QLU o PIN QLU »
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i ko
P P |
|
T k t k
o to
A M B A M B
Obr. 7 Obr. 8

1. krok, 1. zpusob.
Uvazujme pravouhly trojihelnik C'DP. Délka jeho pfepony se podle (x) rovna 1+x
a délky odvésen jsou 1 a 1 — xz Z Pythagorovy vety tedy dostavame

(1+2)* =1+ (1 —-2)>

ReSenim této (po tpravé linearni) rovnice je x = i.
1. krok, 2. zpusob.

Oznaéme C’ bod, ktery vznikne otoéenim bodu C' okolo stiedu M o 90° v kladném
sméru. Potom bod C’ lezi na pfimce p, kterd je obrazem piimky BC v uvedeném otoceni
(obr. 8), pfi¢emz rovnobézné tsecky C'E a AM maji tutéz délku % Protoze ptimka M P
je osou thlu AMR a primka M C' osou thlu BM R, jsou ptimky M P a MC navzajem
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kolmé, takze bod C’ lezi na pfimce M P. Trojuhelniky PAM' a PEC’ jsou tedy soumérné
sdruzené podle stfedu P, a proto z = |AP| = 1|AE| = 1.

2. krok, 1. zptusob.
Je-li p polomér kruznice vepsané trojuhelniku se stranami a, b, ¢, je jeho obsah
roven %(a + b+ ¢)o. Pro pravouhly trojihelnik CDP, v némz zname délky vSech stran,
5

tak dostdvame (pfipometime, ze |[PC|=1+x = )

3ICD| - |DP| 1

~ L(CD|+|DP|+|PC|) 4

2. krok, 2. zptusob.

Necht A”B” je obraz tisetcky AB v posunuti ve sméru polopiimky CB o délku %
(obr.9). Ozna¢me D’ priseéik pfimek A”B” a t1. Potom kruznice, jejiz ¢asti je polo-
kruznice k, je vepsana trojuhelniku D’'B”C a navic jsou trojihelniky D'B”C a CDP
podobné. Pomér polomeéri jejich vepsanych kruznic je tedy roven pomeéru jejich kratsich

odvésen. To znamena, ze 5 : 7 = % : %, neboli r = 1

1
2 1
3. krok, 1. zpisob.

Podle 2. kroku vime, ze primér kruznice [ je roven poloméru polokruznice k. Proto
piimka p (osa usecky AD) je spole¢nou vnitini te¢nou polokruznice k a kruznice [
(obr.10). Pfitom pfimka p je kolma na pfimku AD, kterd je jejich vnéjsi spolecnou
te¢nou. V osové soumeérnosti podle stredné SM obou kruznic je obrazem vnéjsi tecny
AD vnéjsi teéna to a obrazem vnitini teény p vnitini teéna ti. Jsou tedy navzajem

kolmé i te¢ny t; a to.
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Obr.9 Obr. 10

3. krok, 2. zpusob.
Oznac¢me V prusecik ptimky t5 se stranou CD. Protoze délky obou spolecnych
vnéjsich teen (pokud je bereme jako tsecky, jejichz krajnimi body jsou dotykové body)
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polokruznice k a kruznice [ jsou stejné, tj. |AT| = |A'T’|, dostavame na zdkladé shodnosti
délek tecen z bodu P ke kruznici [ a shodnosti délek tecen z bodu U k polokruznici k

|AT| = [AP| + [PT| = |AP| + [PQ| = 2[AP| + [RQ,
|A'T'| = |A'U| + [UT'| = |[RU| + |UQ| = |RQ| + 2|UQ),

coz znamena, ze |UQ| = |AP| = ;. Déle z rovnosti délek teden z bodu C k polokruznici k
a kruznici [ dostavame |RQ| = |CR| — |CQ| = |CB| — |CW|=1—- 3 = 1. To znamen3,
ze |PU| = 2 = |PD], takze ¢tyithelnik PUV D je deltoid, a tedy [ PUV| = |SPDV| =
= 90°, tj. primky ¢; a t5 jsou navzajem kolmé.

Tim je dikaz hotovy.

4. Pokud mdmen (n = 2) prirozenych ¢isel, miZeme s nimi provést ndsledujici opera-
ci: vybereme nékolik z nich, ale ne vsechna a kazZdé z vybranych cisel nahradime je-
jich aritmetickym prumeérem. Zjistéte, zda je mozno pro libovolnou pocdtecni n-tici
dostat po konecném poctu kroku vsechna cisla stejnd, jestlize se n rovna

a) 2000,
b) 35,
c) 3,
d) 17.

RESENT. Rozeberme piipad a) n = 2000. Vyberme tisic ¢isel a provedme s nimi
danou operaci. Potom vezméme zbylych tisic ¢isel a rovnéz s nimi provedme danou
operaci. Dostaneme tisic ¢isel rovnych a a tisic ¢isel rovnych b. Pokud a = b, je tloha
vyfeSena. Pokud a # b, tak postupné vybirejme ¢islo rovné a a ¢islo rovné b a nahradme
je priumeérem “TH’. Takto mizeme vybrat 1000 dvojic a vSechna c¢isla nahradit cislem
%(a + b). Tedy pro n = 2000 existuje posloupnost krokt, kterd prevede libovolnych
2000 c¢isel na stejna cisla.

Pripad n = 35 budeme tesit podobné. Vyberme 7 disjunktnich pétic a v kazdé z nich
provedme operaci popsanou vyse, pricemz v kazdé dostaneme stejné ¢isla. Z kazdé nové
vytvorené pétice vyberme ted jedno ¢islo. Dostaneme 7 ¢isel, s kterymi opét provedeme
danou operaci. Podobnym zptsobem vyberme dalsi sedmice a vytvorme odpovidajici
priméry. Vsechny sedmice budou stejné, nebot v kazdé pétici mame stejné ¢isla. VSechna
¢isla budou tedy stejna. I v tomto pripadé existuje posloupnost krokt, ktera prevede
libovolnych 35 c¢isel na stejné ¢isla.

Uvazujme n = 3. Uvazujme trojici ¢isel (1,1, 2). Provadét danou operaci s dvéma
jednotkami nemé smysl, takze po prvnim kroku, ktery zméni nasi trojici, dostaneme
¢isla (1, %, %) Znovu jsme dostali dvé ¢isla stejnd, kterd se nevyplati ,pramérovat®.
Tedy dalsi krok, ktery zméni nasi trojici, ji nechd v tvaru (2,2, 3). Viimnéme si, ze
po kazdém kroku je soucet cisel stejny. Dokazeme to i v obecném piipadé: Oznacme
ai,as,...,a, dana ¢isla. Bez Gjmy na obecnosti provedme krok s prvnimi m (m < n)
¢isly. Dostaneme cisla

aiy+ag+ ...+ am aiy+ag+...+am

IR y dm+1y -+ An.
m m

m-Kkrat



ay+as+...+a
m

n +amy1+...+a, =a1+...4+a,. Tim je uvedené

Jejich soucet je m -

tvrzeni dokazano.

Méme-li tedy dostat z ¢isel (1,1, 2) v8echna ¢isla stejnd, tak na konci tprav musime
dostat vsechna c¢isla rovna 2+—é+1 = %. Vsimnéme si, ze ptfi postupnych krocich se ve
jmenovateli ¢isel objevuji jen mocniny cisla 2. Dokazeme to matematickou indukci.

V prvnim kroku to zifejmé plati. Po k£ krocich mame tii c¢isla, kterd maji ve jme-
novateli jen mocniny ¢isla 2. V dalsim kroku muZeme vybrat bud jedno ¢islo, které
nam trojici nezméni, anebo dvé cisla. Nahradime-li je jejich primérem, budeme ziejmé
délit ¢islem 2. A znovu dostaneme ve jmenovateli jen mocninu dvojky. V kazdém kroku
dostaneme tedy do jmenovatele jen mocniny dvojky, ale na konci tprav tam mame
mit ¢islo 3, coz je spor. Zjistili jsme, ze pro n = 3 neexistuje pro kazdou trojici ¢isel
posloupnost krokt, ktera zméni vSechna ¢isla na stejna.

Pfipad n = 17 dokdZeme podobné jako piipad n = 3. Ukazali jsme dfive (pro
obecné n), ze v kazdém kroku zlstava zachovan soucet ¢isel. Vezméme tedy néjakou 17-
tici prirozenych ¢isel, jejiz soucet neni délitelny 17. Na konci méame dostat 17-tici stejnych
ay +az+...+air

17

kroku vsak nedostaneme do jmenovatele ¢islo 17. Toto tvrzeni znovu dokazeme indukci.
Prvni krok je zfejmy. Po k£ krocich dostaneme 17-tici ¢isel, v jejichz jmenovateli neni
¢islo 17. Z téchto cisel vezméme m < 17 a sectéme je. Podle indukéniho predpokladu
dostaneme ve jmenovateli nejmensi spole¢ny nasobek jmenovateli vybranych ¢isel. Ten
podle indukéniho predpokladu nebude délitelny 17. Pokud ted tento soucet vydélime
¢islem m < 17, nedostaneme ve jmenovateli ¢islo délitelné 17. Tudiz ani po k+ 1 krocich
nedostaneme ve jmenovateli ¢islo délitelné 17. Protoze na konci musime dostat cisla,
ktera maji ve jmenovateli 17, dostavame spor. Pro nékteré 17-tice pfirozenych cisel tedy
nedokazeme najit posloupnost krokt, ktera z nich vytvofi stejna cisla.

¢isel rovnych , pricemz tento zlomek je v zakladnim tvaru. V zadném

5. Zjistéte, pro ktera redlnd c¢isla p md soustava

ny—Qx =p,
2 _ 2
y'r—2y=2p—p

prave tri resent v oboru redlnych cisel.

RESENI. Pokud vynésobime prvni rovnici nezndmou y a druhou neznamou x, do-
staneme na levé strané obou rovnic z2y? — 2xy. Porovnanim pravych stran mame

py =p(2 - p)z. (1)
Pokud p = 0, vypada dana soustava takto:

22y — 22 =0,
yPr — 2y =0,
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pricemz po jednoduché upravé je
z(zy —2) =0,
y(zy —2) = 0.

Vidime, Ze soustava mé nekoneéné mnoho feseni: je jim kazda dvojice (z,y) realnych
Cisel takova, ze zy = 2. (Kromé téchto dvojic je feSenim pouze dvojice x =y = 0.)
Pokud p = 2, dostaneme soustavu

z(xy —2) =2,
ktera méa jediné feseni y = 0, x = —1.

Vratme se ted k rovnici (1), pri¢emz budeme dale pfedpokladat, ze p ¢ {0,2}.
Rovnici vydélime ¢islem p:

y=(2-pz. (2)

Dosazenim tohoto vztahu do prvni z danych rovnic dostavame (p # 2) kubickou rovnici
(2—p)z® -2z —p=0. (3)

Reseni kubické rovnice obecné neni tak jednoduché jako feseni kvadratické rovnice.
V naSem pripadé vSak mizeme uhodnout jeden jeji kofen x = —1. Potom mulzeme
polynom (2 — p)x3 — 2z — p beze zbytku vydélit kofenovym &initelem z + 1. Vydélenim
dostavame
(2-p)a® -2z —p=(z+1)(2~p)a®+(p—2)z —p).

Staci tedy vytesit kvadratickou rovnici
2-pa®+(p—2)z—p=0. (4)

Uvédomme si, Ze neznama y je jednozna¢né uréena neznamou x pomoci vztahu (2). M&-1i
tedy mit dana soustava pravé tii feSeni, musi mit rovnice (3) t¥i navzajem ruzna FeSeni.
To znamend, Ze rovnice (4) musi mit dvé rizné feSeni, kterd se navic nerovnaji —1.
Budeme zkoumat, kdy je diskriminant D rovnice (4) kladny. Jednoduchym vypocétem
dostavame
2
D=(p-2)7-42-p)(-p) =2-p)Bp+2).

Odtud vidime, ze D > 0, pravé kdyz p € (—%,2). Dosazenim x = —1 snadno vidime,
Ze rovnice (4) mé kofen —1 jen pro p = %. Rovnice (3) mé proto t¥i rtizna feseni, prave
kdy2 pE (_%70) U (07 %) U (%7 2)

Obracené, ma-li rovnice (3) t¥i rizné feSeni, ma t¥i rizna feseni i soustava (2), (3),
ktera je vsak pro p # 0 a p # 2 ekvivalentni s danou soustavou.

Odpovéd. Dané soustava mé v oboru redlnych ¢isel pravé tii feseni, praveé kdyz
pE (_%70) U (07 %) U (%7 2)

Pozndmka. Ulohu je mozno Tesit vice zptisoby — naptiklad z prvni rovnice vyjadrit
neznamou y pomoci x a to dosadit do druhé rovnice, anebo prvni rovnici vydélit x a dru-
hou y a ziskané rovnice odeéist. Oba tyto zptisoby opét vedou na kubickou rovnici (3).

7



6. Je dan rovnostranny trojuhelnik M PQ). Najdéte mnozinu vrcholu C vsech trojuhel-
niku ABC' takovych, Ze body P, Q jsou paty vysek z vrcholi A, B a bod M je stred
strany AB.

RESENT. Uvazujme trochu obecnéjsi tlohu. Predpoklddejme jen, Ze trojihelnik
M PQ je rovnoramenny se zakladnou PQ), pric¢emz | PM Q| = . Ozna¢me standardné
«, (3, v vnitini thly trojuhelniku ABC. Body P, @ jsou paty vysSek z bodu A, B, takze
body A, B, P, Q lezi na kruznici se stfedem M (jde o Thaletovu kruznici nad primérem
AB). To znamena, ze |MA| = |MB| = |MP| = |MQ)|, a tedy trojuhelnik AMQ (pokud
A # @) je rovnoramenny; analogicky trojuhelnik BM P. Potom plati

IXAMQ| = 180° — 2|3 MAQ|,  |¥BMP|=180° — 2|3 MBP|, (1)
S PCQ| = 7.

Déale rozeberme nékolik pripadit podle toho, zda ma byt trojihelnik ABC' ostrouhly,
pravouhly, anebo tupotuhly.

Pripad 1. Trojuhelnik ABC je ostrouhly. Zfejmé body M a C' lezi v opa¢nych polorovi-
nach urcenych piimkou PQ. Navic plati [SMAQ| = «a, |[IMBP| = a |[SAMQ|+ ¢+
+ |[¥BMP| = 180°, odkud po dosazeni (1) dostavame v = 180° — o — 3 = 90° — 1.
Pripad 2. Trojuhelnik ABC mé pii vrcholu A pravy thel. Ziejmé body M a C lezi
v opacnych polorovindch uréenych pfimkou PQ. Déile A = Q a |[SBMP| = 180° — ¢.
Z (1) potom vyplyva 8 = |[FMBP| = 1y, a tedy v = 90° — ¢. Pokud je pravy thel
pri vrcholu B, analogicky dostaneme v = 90° — %gp.

Obr. 11 Obr. 12

Pripad 3. Trojuhelnik ABC ma pti vrcholu A tupy thel. Ziejmé body M a C'lezi v opac-
nych polorovinach uréenych pfimkou PQ. Pfitom |[SMAQ| = 180° — «, |[SMBP| = (3
a@— |[FAMQ| + |<BMP| = 180°, odkud po dosazeni (1) dostavame v = 180° — o —
— 3 =90°— %gp. Pokud je tupy thel pti vrcholu B, analogicky dostaneme v = 90° — %gp.
Pripad 4. Trojuhelnik ABC ma pii vrcholu C tupy thel. Ziejmé body M a C' lezi
ve stejné poloroviné urc¢ené piimkou PQ. Dale z pravouhlych trojihelniki ABQ a ABP
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dostavame [ MAQ| = «a, |[SMBP| = [ a|[dAMQ|+ |4 BMP|=180°+. Z (1) potom
vyplyva v = 90° + %go.

B
Obr. 13 Obr. 14

Ziejmé trojuhelnik ABC nemiize mit pri vrcholu C' pravy thel. Jinak by body C,
P, @ splynuly. Celkové jsme tedy dostali, ze pokud bod C lezi v poloroviné opac¢né
k poloroviné PQM, je | PCQ| = 90° — %gp, a pokud bod C' lezi v poloroviné PQM, je
|<PCQ| = 90° + 5¢. Mnozinou viech takovych bodit C je tedy kruznice, ozna¢me ji k,
nad tétivou PQ s vyjimkou bodu P, @) (kde vétsi oblouk kruznice k je ¢asti mnoziny
vech bodti X takovych, ze |[$PXQ| =90 — 3¢).

Obrécené necht C' € k\ {P,Q} a M PQ je rovnoramenny trojthelnik se zékladnou
PQ. Potom si snadno uvédomime, jako bychom sestrojili body A, B. Bod A lezi na
primce C'QQ a na ptimce, ktera je kolma na C'P a prochazi bodem P. Analogicky dosta-
neme bod B. V takovémto trojihelniku ABC budou body P, ) patami vysek z vrchola
A, B. Staci tedy dokazat, ze M je stfed AB. Ozna¢me N stifed strany AB. Dokazeme,
ze M = N. Oznacme ¢ = | PNQ|. Zfejmé bod N lezi v poloroviné PQM a je stfedem
kruznice, na které lezi body A, B, P, (), takze trojihelnik N PQ je rovnoramenny se
zakladnou P(Q). Pfitom z vysSe uvedenych avah vyplyva, ze pokud bod C' lezi v poloroviné
opacné k poloroviné PQM, je v = 90° — % , a pokud bod C' lezi v poloroviné PQM, je
v =90° + %1/1. To znamena, ze ¢ = ¢. Navic oba body M a N lezi na ose tsecky PQ.
Takze nutné M = N, a tedy M je opravdu stied strany AB.

Odpovéd. Hledanou mnozinou vSech vrcholi C' je kruznice k s vyjimkou bodi P, Q.
Specialné pro ¢ = 60° je k kruznice soumérné sdruzené s kruznici opsanou trojihelniku
M PQ podle ptimky PQ.

v/

JINE RESENI. Uvazujme znovu obecnéjsi tlohu jako v predchézejicim feSeni. Opét
si uvédomme, ze body A, B, P, @) lezi na kruznici se stfedem M. Vzhledem k tomu,
ze M je stied tsecky AB, lezi aspon jeden z bodu A, B nutné v poloroviné PQM. Bez
ujmy na obecnosti necht je to bod B. Potom z véty o obvodovych thlech vyplyva, ze
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|<QBP| = 1. Déle

X BCQ| = 90° — [$QBC| = 90° — [XQBP| = 90° — g.

Pokud v < 90°, lezi bod C' v poloroviné opacné k poloroviné PQM a plati v =
= |[¥BCQ| = 90° — %gp. Pokud v > 90°, lezi bod C v poloroviné PQM a plati
v =180° — | BCQ| = 90° + 1 ¢.

Dalsi postup je uz analogicky jako v prvnim feSeni.

Diskusi pripadl v obou fesenich muzeme ¢asteéné obejit. Staci si uvédomit nékolik
faktti. Pokud V je prisecikem vysek v trojihelniku ABC, je bod C prisecikem vysek
v trojahelniku ABV'. Proto trojihelnik ABC ma vlastnost ze zadani tlohy, praveé kdyz ji
mé trojihelnik ABC’, kde C’ = V. Znamena to, ze mnozina vrcholi C' vSech vyhovuji-
cich trojuhelnikt je totozna s mnozinou jejich prisecikt vysek V. Protoze body C', V lezi
vzdy v opa¢nych polorovinach uréenych piimkou PQ a plati | PV Q|+|X PCQ| = 180°,
staGl najit mnozinu vrcholi C jen v jedné ze zminénych polorovin (jak uz vime, je ji
kruznicovy oblouk), v druhé poloroviné touto mnozinou pak musi byt doplnék toho
oblouku do celé kruznice.
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