51. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy doméciho kola kategorie C

1. Dokazte, Ze existuje jedind cislice c, pro kterou lze najit jediné prirozené cislo n
koncici cislici ¢ a majict tu vlastnost, Ze ¢islo 2n+1 je druhou mocninou prvocisla.

RESEN{. Necht (liché) é&islo 2n + 1 je druhou mocninou prvoéisla p, pak p je rovnéz
liché ¢islo. Ze vztahu p? = 2n+ 1 vyplyvé, ze n = 1(p> —1) = 3(p—1)(p+1). Sestavme
tabulku nékolika prvnich lichych prvocisel p a jim odpovidajicich cisel n:

p| 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43
n| 4 12 24 60 84 144 180 264 420 480 684 840 924

Cislo n je zfejmé sudé, dokonce je (jak prozrazuje i tabulka pro nékolik hodnot p)
deélitelné ¢tyfmi. To je vidét z toho, ze soucin (p—1)(p+1) dvou po sobé jdoucich sudych
c¢isel je vzdy délitelny osmi. Z tabulky navic vidime, Ze se mezi ¢islicemi, kterymi n konci
vicekrat, vyskytuji ¢islice 0 a 4, jen jednou cislice 2, nevyskytuji se 6 a 8.

Podivejme se, jakou cislici konc¢i ¢islo n v zavislosti na cislici a, kterou kon¢i ¢islo p.
Je-li p = 10k +a, kde k je celé nezaporné ¢islo a a licha cislice, pak pro jednotliva mozna
a dostaneme:

Je-li a =1, je n = 10k(5k + 1), takze ¢islo n konéi ¢islici 0.

Je-li a =3, je n = 10k(5k + 4) + 4, takze ¢islo n kondi ¢islici 4.

Je-li a =5, je n = 10(5k? + 5k + 1) + 2, takZe ¢islo n konéi &fslici 2.

Je-li a =7, je n = 10(5k? + 7k + 2) + 4, takZe ¢islo n konéi &slici 4.

Je-lia =9, jen=10(k+ 1)(5k + 4), takze ¢islo n konéi ¢islici 0.

Je-li 2n 4 1 druhou mocninou lichého prvoéisla (lichého ¢isla), mize ¢islo n koncit
jediné cislicemi 0, 2, 4. Jedinym kandidatem na hledanou dislici tak ztstava 2.

Pokud 2n + 1 je druhou mocninou prvocisla a n konci ¢islici 2, prvocislo p se da
vyjadfit ve tvaru 10k + 5 = 5(2k + 1), je tedy délitelné péti. Jediné prvocislo, které je
délitelné péti, je cislo 5.

Hledanou cislici je tedy ¢ = 2; pro ni existuje jediné ptirozené ¢islo n = 12, které
kondi ¢islici ¢, pricemz 2n + 1 je druhou mocninou prvocisla.

2. Ve ctyruhelniku ABCD se uhlopricky protinaji v bodé P, uhlopricka AC je roz-
délena body P, N a M na ¢tyri shodné useky (|AP| = |PN| = |[NM| = |[MC|)

a uhlopticka BD je rozdélena body L, K a P na ¢tyri shodné useky (|BL| = |LK| =

= |KP|=|PD|). Urcete pomér obsaht ctyrihelniki KLMN a ABCD.

RESEN{. Trojahelniky APD a NPK jsou soumérné sdruzené podle stifedu P
(obr.1), AD a NK jsou tudiz rovnobézné a |AD| = |[N K |. Z rovnosti pfislusnych tsecek
dale plyne, ze trojuhelniky KNP, LM P a BCP jsou podobné, proto NK || ML || BC
a navic |[LM| = 2|KN| a |BC| = 3|KN|. Ozna¢ime-li s obsah trojihelniku APD, je
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obsah trojuhelniku NK P roven s a obsah trojihelniku M LP je 4s (mé dvakrat vétsi
vysku z vrcholu P nez trojihelnik NK P z téhoz vrcholu a jeho strana M L je dvakrat
vétsi nez strana NK). Obsah lichobézniku K LM N je proto 3s.

C

B
Obr. 1

Strana AP trojuhelniku APD je ¢tytikrat mensi nez strana AC' trojuhelniku ACD,
vysky z vrcholu D jsou v obou trojuhelnicich stejné, proto je obsah trojihelniku AC'D
roven 4s. Strana PN trojuhelniku PN K je ¢tytikrat mensi nez strana AC trojuhel-
niku ACB, kdezto vyska trojuhelniku PNK z vrcholu K je tiikrat mensi nez vyska
trojuihelniku ABC' z vrcholu B, proto je obsah trojihelniku AC'B roven 12s. Obsah
¢tyitahelniku ABC'D je roven souc¢tu obsahtu trojuhelniktt ABC' a AC'D, tedy 16s.

Pomér obsahii ¢tyiuhelniki KLMN a ABCD je roven 3 : 16.

3. Urcete vsechny dvojice (x,y) celych cisel, které jsou fesenim nerovnice

T 6 5y

veoyvr oy

RESENI. Ze zadéani plyne, Ze x a y jsou nutné pfirozend ¢isla. Vynasobenim obou
stran nerovnice kladnym ¢islem y./x prejdeme k ekvivalentni nerovnici

zy + 6 < 5\/7Y.

Jeji ipravou dostaneme
(Vzy —3)(Vry —2) <0,

coz plati, pravé kdyz 2 < \/zy < 3, neboli 4/x <y < 9/x.

Protoze x a y jsou prirozena cisla, z posledni nerovnosti plyne, ze staci uvazovat jen
x £ 9. Lehce pak uréime vSechny dvojice (x,y) celych ¢isel, které jsou FeSenim posledni
nerovnice, a tedy i dané nerovnice, ktera je s ni ekvivalentni: (1,5), (1,6), (1,7), (1,8),
(2,3), (2,4), (3,2), (4,2), (5,1), (6,1), (7,1), (8,1) a (9,1).

4. Josef se vracel z vyletu. Nejdrive jel vlakem a pak pokracoval ze zastavky na kole.
Celd cesta mu trvala presmé 1 hodinu 30 minut a urazil pri ni vzddlenost 60 km.
Viak jel pramérnou rychlosti 50 km/h. Urcete, jak dlouho jel Josef na kole, kdyz
jeho rychlost v km/h je vyjddrena prirozenym cislem stejné jako vzddlenost meérend
v km, kterou na kole ujel.



RESEN{. Ozna¢me v vzdalenost v kilometrech, kterou Josef ujel na kole, a r jeho
rychlost v km/h. Podle zadani jsou r a v pfirozend ¢isla a v < 60. Na kole jel Josef po
dobu v/rh. Vlakem ujel vzdélenost (60 —v) km a tuto vzdalenost ujel za (60 — v)/50 h.

Proto podle zadéani plati
60—-v v 3

50 7 2
Tato rovnice je ekvivalentni s rovnici
50v — 157 — rv =0,
kterou jesté upravime na tvar
(50 = r)(v+15) =15-50=2-3 - 55,

Odtud plyne, ze 50 — r je prirozené ¢islo mensi nez 50 a v + 15 prirozené ¢islo vétsi
nez 15, jeZ neptevysuje 75, a navic, Ze soucin (50 — r)(v + 15) je délitelny cislem 53.
Mohou nastat ¢tyri pripady.
e 53|50 — 7. To neni mozné, protoze 1 < 50 — r < 50.
e 52|50 —7 ab|v+15. Cislo 50 — r je proto rovno 25, odtud 7 = 25 a v = 15.
5|50 —7r ab?|v+ 15 Cislo v + 15 je tudiz prvkem mmnoziny {25,50}, odtud
dopocitame dalsi dvé moznosti r = 20, v =10 a r = 35, v = 35.
e 53| v+ 15. To neni mozné, protoze 15 < v + 15 < 75.
Mozné casy Josefovy jizdy na kole (v minutach) proto jsou 15 - 60/25 = 36,
10-60/20 = 30 a 35 - 60/35 = 60.
Vyctem vSech moznosti jsme zjistili, ze pokud Josef cestoval podle zadani tlohy,
pak jel na kole bud 30, nebo 36, anebo 60 minut.

5. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zdkladnou BC dané délky a, je-li ddn
stied P strany AB a bod Q (Q # P), ktery je patou vysky z vrcholu B.

RESENI. Uhel BQA je bud pravy, nebo Q = A. Proto bod ) lezi na Thaletové kruz-
nici sestrojené nad priumérem BA. (Na obr.2 je znazornén ptipad ostrouhlého i tupo-
uhlého trojuhelniku ABC'.) Protoze P je stied usecky AB, je |PQ)| velikost poloméru
této kruZnice, proto velikost priméru |AB| této kruznice je rovna 2|PQ|. Trojihelnik
ABC mé délku ramene 2|PQ)|, a protoze zname velikost zékladny, je tim jednozna¢né
urcen.

A
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Odtud jiz plyne konstrukce. Nejdiive sestrojime trojihelnik A’ B’C’ shodny s troj-
thelnikem ABC o velikostech stran |A’B’| = |A'C'| = 2|PQ| a |B'C’| = a, ktery potom
premistime tak, aby se stied strany A’B’ zobrazil na bod P a pata vysky z vrcholu
B’ na bod Q). To lze provést jednoznacné az na osovou soumérnost podle pfimky PQ.
Pokud tedy trojuhelnik A’ B’C’ existuje, mé tloha dvé FeSeni soumérné sdruzené podle
osy PQ.

Diskuse je zirejma. Trojuhelnik ABC' lze setrojit pravé tehdy, kdyz lze sestrojit rov-
noramenny trojuhelnik A’B’C’, tj. kdyz a < 4| PQ)| (trojihelnikové nerovnosti), v tomto
piipadé ma tloha pravé dvé (shodna) feseni. Navic pro a < 2v/2|PQ| bude trojthelnik
ABC ostrothly, pro a = 2v/2|PQ)| pravothly a pro 2v/2|PQ| < a < 4|PQ| tupothly.
Drikaz spravnosti plyne z rozboru tlohy.

JINE RESENI. Ozna¢me R stied strany BC, ten je zaroven patou vysky z vrcholu A.
Oba body @ a R tedy lezi na Thaletové kruznici nad prumérem AB se stredem P, proto
|PQ| = |PR| = 3|AB]. Jelikoz uhel BQC je pravy, lezi bod @ na Thaletové kruznici
nad prumérem BC se stfedem R, takZze |RQ)| = %|BC| = %a. Trojuhelnik PQR je proto
podobny trojihelniku ABC' (koeficent podobnosti je %)

Pti konstrukci nejdiive sestrojime trojihelnik PQR. Na pfimce rovnobézné se
stfedni pfickou PR prochézejici bodem @ najdeme bod C' # @Q tak, aby |RC| = %a.
Body A a B pak uz sestrojime snadno.

Pro dané body P, Q mizeme sestrojit tieti vrchol R trojihelniku PQR dvéma
zpusoby. Diskuse je tedy stejnd jako v predchéazejicim teSeni. Dukaz spravnosti plyne
z rozboru ulohy.

6. Jisty panovnik pozval na oslavu svych narozenin 28 rytitu. KazZdy z rytitu mél mezi
ostatnimi prdave tri nepratele.
a) Ukazte, Ze panovnik miZe rytite rozesadit ke dvéma stolum tak, aby kaZdy rytir
sedél u stejného stolu s nejvyse jednim nepritelem.
b) Ukazte, Ze v pripadé libovolného takového rozesazeni sedi u kaZdého stolu nej-
vyse 16 rytir.
(Nepratelstvi je vzdajemny vztah: Je-li A neptitelem B, je i B nepritelem A.)

RESENI.

a) Rozesadme v prvnim kole rytife ke stolim libovolnym zptisobem. Oznac¢me nq
pocet nepratel prvniho rytife u stolu, u kterého sedi, potom n; < 3. Podobné ozna¢me
ng < 3 pocet neptratel druhého rytife u stolu, u kterého sedi, atd. Potom pro ,hladinu
nepratelstvi“

lenl—l—TLg—i—...—i—?’LQg

v prvnim kole plati 0 £ N7 < 3. 28 = 54, pricemz N7 je celé nezaporné ¢islo.
Predpokladejme, Ze existuje rytif, ktery sedi u stolu s alespon dvéma neptateli. Pak
ho presadime ke druhému stolu. Tim vznikne nové rozesazeni. Zkoumejme nyni hladinu
nepratelstvi Ny po tomto druhém kole.
Pokud presazeny rytir r sedél ptivodné u jednoho stolu se vSemi tfemi nepiateli a,
b, ¢, po jeho pfesazeni se pocet nepratel rytife r u stolu, u kterého ted sedi, snizil o 3
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na nulu, a pocet neptratel rytiit a, b a ¢ u téhoz stolu se snizil o jednu. Pocty nepratel
zbyvajicich rytiit u jejich stoll se nezménily. Tedy Ny = N1 — 6.

Pokud pfesazeny rytir r sedél pivodné u jednoto stolu se dvéma neprateli a a b a byl
presazen ke stolu s nepritelem c, po jeho presazeni se pocet nepratel rytife r» u stolu,
u kterého nyni sedi, snizil o 1 ze dvou na jednoho, pocet neptatel rytift a a b u jejich
stolu se o jedna snizil, a pocet nepratel rytife ¢ u stolu, u kterého sedi, se zvysil o 1.
Pocty nepratel zbyvajicich rytifd u jejich stoltl se nezménily. V tomto pripadé je tedy
Ny = Ny — 2.

V obou pripadech vychazi Ny, < Nj.

Pokud jesté po tomto kole existuje rytif, ktery sedi u jednoho stolu s alespon dvéma
svymi neprateli, opét ho pozadame, aby si pfesedl k druhému stolu. Pro hladinu nepra-
telstvi N3 po tretim kole bude ze stejnych divodu jako vyse platit N3 < Ns.

Stejnym zptisobem vytvorime hladiny neptatelstvi Ny > N5 > - - - po dalsich kolech.

Protoze v kazdém kole je hladina nepratelstvi mensi nez v predeslém kole, je vyjad-
fena celym nezapornym cislem a hladina nepratelstvi v prvnim kole je nejvyse 54, miize
se takova situace opakovat nejvyse ctyriapadesatkrat. Pocet kol musi byt tedy konecny
a po poslednim kole uz neexistuje rytir, ktery by sedél u jednoho stolu s alespon dvéma
neprateli. Tim jsme dokézali ¢ast a).

b) Pfedpokladejme, Ze rytifi jsou nyni rozesazeni u stold A a B tak, ze kazdy sedi
u stejného stolu s nejvyse jednim nepfitelem. Oznacme 74 pocet rytifa u stolu A a rp
pocet rytiit u stolu B. Plati

rTA+Tp = 28. (1)

Kazdy z rytift u stolu A ma u stolu B alespon dva nepratele a kazdy z rytifi stolu B
je nepfritelem nejvyse tii rytift od stolu A, proto pro pocet p téch nepratelskych dvojic,
jez sedi u riaznych stolt, plati

2ra <p a p < 3rp, takze 2ryp < 3rp.

Dosadime-li do této nerovnice z (1) rg = 28 — r4, dostaneme po upravé 5ry < 84.
Vzhledem k tomu, Ze r4 je celé nezaporné ¢islo, musi platit r4 < 16. S ohledem na
symetrii situace plati analogicky g < 16. Tim jsme splnili ¢ast b).

V ¢asti b) mtizeme postupovat také sporem: Kdyby u stolu A sedélo aspori 17 rytifi,
méli by dohromady u stolu B aspon 17 - 2 = 34 nepratel, prfitom kazdy rytir-nepfitel je
v tomto Cisle zapocitan nejvyse t¥ikrat. Protoze 3-11 < 34, sedi u stolu B aspon 12 rytii,
dohromady u obou stoli A a B je pak aspon 17 + 12 = 29 rytiit, coz odporuje zadani.



