51. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni ¢asti |. kola kategorie A

1. V oboru celych ¢isel x feste rovnici
3(z?)s + (32)5 = (32 — 2)(x + 2),
kde ny znaci nasobek péti nejblizsi ¢islu n, napt. (—3)5 = —5.

2. Oznacme S stifed kruznice vepsané danému trojuhelniku ABC a P, ) paty kolmic
z vrcholu C' k pfimkam, na kterych lezi osy vnitinich thlt BAC a ABC. Dokazte, ze
primky AB a P(Q jsou rovnobézné.

3. Zjistéte, pro kterad realna ¢isla p ma soustava rovnic

2 +1=(p+1z+py— 2
v +1=(p+1)y+pz—uz,
Z+1=(p+1)z+pr—y

s neznamymi x, y, z pravé jedno feSeni v oboru realnych cisel.

Skolni — klauzurni ¢ast I. kola kategorie A se kona
v utery 4. prosince 2001

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, tispésnym TresSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktm sdéli pred zahajenim soutéze.



51. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I kola kategorie A

1. Podle zbytku pii déleni ¢isla z ¢islem 5 muZzeme rozlisit pét pripadt: (i) = = 5k,
(i) = 5k + 1, (ili) x = bk + 2, (iv) x = bk + 3 a (v) = = 5k + 4 (k znadi libovolné celé
¢islo). Protoze ale leva strana rovnice je ziejmé nasobkem péti pro kazdé celé x, musi byt
nasobkem péti aspon jeden z ¢initelt 3x —2, 42 pravé strany. Cislo 3z —2 je délitelné péti
pouze pro x = bk + 4, ¢islo x + 2 pouze pro x = 5k + 3. Proto staci rozebrat pfipady (iv)
a (v) (L znadi levou a P pravou stranu dané rovnice):

(iv) Pro x = 5k + 3 plati 2 = 25k2 + 30k + 9, (22)5 = 25k? + 30k + 10, 3z = 15k + 9,
(3x)5 = 15k + 10, L = 75k? + 105k + 40 a P = 75k? + 110k + 35, takze z L = P vychazi
k =1, ¢emuz odpovidd x =5+ 3 = 8.

(v) Pro x = 5k +4 plati 22 = 25k? +40k + 16, (22)5 = 25k +40k + 15, 3z = 15k + 12,
(3x)5 = 15k + 10, L = 75k? + 135k + 55 a P = 75k? + 140k + 60, takze z L = P vychazi
k = —1, ¢emuz odpovida z = -5+ 4 = —1.

Odpovéd: Dané rovnice mé pravé dvé celociselnd feseni, a to x = —1 a x = 8.

Za Uplné feseni udélte 6 bodl (samozfejmé i v piipadé, kdy student rozebere spravné vsechny moz-

nosti (i)—(v)), v ostatnich pf¥ipadech udélte 1 bod za kazdé uhodnuté feseni, 2 body za zdtvodnéni toho,
ze x je tvaru 5k + 3 nebo 5k + 4.

2. Oznacme jako obvykle «, 3, v vnitini thly trojuhelniku ABC. Protoze plati (obr. 1)
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|$ASC| =180° — |4 SAC| — |[¥SCA| = 180° — 57 9= 90° + 5
je uhel ASC' tupy, takze bod P lezi na polopfimce opacné k poloptimce SA. Obdobné
zduvodnime, ze bod @ lezi na polopfimce opacné k polopfimce SB. Primky AB a PQ
jsou rovnobézné, pravé kdyz stiidavé uhly BAP a APQ jsou shodné. Vzhledem k tomu,

se |3 BAP| = % a [JAPQ| = |3 SPQ|, staéi ukazat, ze |3 SPQ| = % Protoze body P

a @ lezi na Thaletové kruznici nad primérem C'S, je tthel SP(Q shodny s thlem SCQ
(obvodové uhly nad tétivou SQ zminéné kruznice). Velikost thlu SCQ snadno vyjadiime
z trojihelnika BC'S a BCQ:

_ (o P 7 _«

[4SCQ| = [4BCQ| - ¥ BCS| = (90° = 5) =2 = 2.
coz jsme potiebovali ukazat.
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Jiné reseni. Oznac¢me P;, ()1 odpovidajici pruseciky poloptimek CP a C'Q) s prim-
kou AB (obr.2, potadi bodi A, S, P a bodi B, S, Q na obou osach bylo vysvétleno
v prvnim FeSeni). Vyska AP trojuhelniku P;C A lezi na ose AS jeho vnitiniho thlu P AC,
takze jde o rovnoramenny trojuhelnik, ktery méa zakladnu P;C se sttedem P. Obdobné po-
moci rovnoramenného trojuhelniku Q1C' B zdivodnime, ze bod @ je stfedem tsecky QQ1C.
Usecka PQ je tedy stfedni pFickou trojuhelniku P; Q,C, takze je rovnobézna s piimkou AB.

Za Uplné feSeni je 6 bodiu. Pokud chybi zminka o poradi bodu A, S, P a B, S, P na pfislusnych osach,
strhnéte 1 bod.

3. Vsimnéme si, Ze rovnice dané soustavy se mezi sebou lisi jen cyklickou zaménou
neznamych z, y a z. Ma-li proto soustava za feSeni trojici ¢isel (z,y, z) = (x0, Yo, 20), jsou
jejimi feSenimi rovnéz trojice (z,y,2) = (yo, 20, Zo) a trojice (z,y,2) = (20, To, Yo). Je-li
feSeni soustavy (pfi pevném p) jediné, musi byt uvedené trojice shodné, musi tedy platit
xTo = Yo = 2o. Trojice (xg, To, To) je zFejmé feSeni dané soustavy, pravé kdyz je ¢islo x = g
fesenim rovnice z2 + 1 = 2pz. Pro kazdé hledané p proto musi mit posledni rovnice jediné
feseni, takze jeji diskriminant D = 4p? — 4 musi byt nulovy. Odtud vychazi, ze nutné
p=+1.

Nyni ukazeme, ze pro p =1 je x = y = z = 1 skutecné jediné feseni pivodni soustavy
t¥i rovnic a zZe totéz plati i v pfipadé p = —1 o jejim feSeni x = y = z = —1. Porovname-li
soucet levych stran se souctem pravych stran soustavy, zjistime, ze jeji libovolné feseni
(z,y, z) spliluje téZ rovnici

2 +y* + 22 +3=2p(x+y+2),
ze které upravou dostaneme
(x=p)?+(y—p)°+(z-p?=30" - 1). (1)

Pro obé hodnoty p = +1 plati oviem p? — 1 = 0, takze tehdy se soudet nezapornych ¢isel
(x —p)?, (y—p)? a (2 — p)? rovna nule. To je mozné, jeding kdyz r =y = z = p.
Odpovéd: Hledané hodnoty p jsou dvé: p=1ap= —1.

Jiné feSeni. Stejné jako v prvnim fesenim ziskdme sectenim t¥i danych rovnic rov-
nici (1). Z ni vyplyva tento zavér: ma-li soustava pii daném p aspon jedno Feseni (z,y, 2)
v oboru realnych ¢isel, pak plati nerovnost p* > 1, neboli |p| = 1. Je-li ovem |p| > 1,
mizeme snadno vypsat dvé riznd Feseni zkoumané soustavy, totiz trojice (z1,x1,x1)
a (xq, g, Ta), kde z1 o jsou kofeny rovnice z% + 1 = 2px (jejiz diskriminant je diky predpo-
kladu [p| > 1 kladny). Proto ndm zbyva posoudit pouze hodnoty p = +1, pro které vsak
z rovnice (1) okamzité plyne: mé-li ptivodni soustava viibec néjaké feSeni, je jim trojice
(z,y,2) = (p,p, p). Trividlni zkouska dosazenim ukazuje, Ze jde skuteéné o Feseni (prop = 1
jakoz i pro p = —1).
Za 1plné feseni je 6 bodd, z toho 2 body za vylouceni vSech hodnot |p| < 1, 2 body za vylouceni vsech

hodnot |p| > 1 a 2 body za ovéfeni ¢&isel p = £1. (Tedy napfiklad za zduvodnéni, pro¢ nutné plati |p| = 1,
udélime 4 body.)



