51. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy &kolni — klauzurni &sti |. kola kategorie B

1. Urcete realné cislo p tak, aby rovnice
22 + 4dpx + 5p? + 6p — 16 = 0
méla dva rtizné kofeny x1, zo a aby soudet 23 + 3 byl co nejmensi.

2. Uvnitt stran BC, C'A, AB daného ostrotthlého trojihelniku ABC jsou po fadé vybrany
body X, Y a Z tak, ze kazdému ze ¢tyruhelniki ABXY, BCY Z a CAZX lze opsat
kruznici. Dokazte, ze body X, Y, Z jsou paty vysek trojuhelniku ABC.

3. Na tabuli jsou napsana ¢isla 1, 2, ..., 17. Cisla postupné mazeme, a to tak, ze z dosud
nesmazanych ¢isel zvolime libovolné ¢islo £ a smazeme vSechna ta c¢isla na tabuli,
ktera déli k + 17. Dokazte, ze opakovanim této procedury se ndm nepodaii vSechna
¢isla smazat.

Skolni — klauzurni ¢ast I. kola kategorie B se kona
v atery 22.ledna 2002

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni iloh
4 hodiny cistého cCasu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodili, tspésSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



51. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh skolni ¢asti I. kola kategorie B

1. Pro kofeny x1, x5 dané kvadratické rovnice (pokud existuji) plati podle Vietovych
vztahli rovnosti

T1+ T =—4p a x1x0 = Hp® + 6p — 16,

ze kterych vypocteme zkoumany soucet

22 4+ 22 = (21 + 20)? — 22120 = (—4p)* — 2(5p® + 6p — 16) =
=6p° —12p+ 32 =6(p — 1)% + 26.

Odtud plyne nerovnost x2 +x3 = 26, pfitom rovnost mtize nastat, jen kdyz p = 1. Zjistime
proto, zda pro p = 1 mé dané rovnice skute¢né dvé riizna feseni: jde o rovnici z24+4x—5 = 0
s kofeny x1 = —5 a x92 = 1. Tim je uloha vyftesSena.

Dodejme, ze vétsina TesSiteld patrné nejprve zjisti, pro kterd p ma dana rovnice dva
rlizné koreny. Protoze pro jeji diskriminant D plati

D = (4p)?® — 4(5p* + 6p — 16) = —4p® — 24p + 64 = —4(p + 8)(p — 2),

jsou takova p praveé ¢isla z intervalu (—8, 2).
Odpoveéd: Maximalni hodnota sou¢tu z? + z3 (rovna 26) odpovidd jedinému ¢islu
p=1.

Za plné feSeni je 6 bodu, z toho 4 body za vyjadfeni souc¢tu :c% + x% kvadratickou funkci 6p? — 12p + 32,
1 bod za nalezeni jejiho minima a 1 bod za provérku toho, Ze v bodé minima p = 1 mé rovnice skutec¢né
dva razné kofeny (tfeba i formou nalezeni intervalu p € (—8,2) z nerovnosti D > 0).

2. V tétivovém ¢étyithelniku ABXY oznatme ¢ = |[SAXB| = |[4AY B| velikost
obou shodnych obvodovych hli nad spoleénou tétivou AB (obr.1). Podobné oznacme
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v = |IBZC| = |IBYC| a w = |[JCXA| = |SCZA| velikosti shodnych obvodovych
uhli nad tétivami BC a C'A v tétivovych ¢tyithelnicich BCY Z a CAZX. Zapiseme-li



postupné rovnosti pro kazdou ze tii dvojic vyznacenych sousednich thld ve vrcholech X,
Y a Z, dostaneme pro neznamé velikosti a w soustavu tii linearnich rovnic
) )

e+ =m,
Y+w=m,
wtp =T,

kterda ma jediné feseni ¢ =9 = w = %TE, jak snadno zjistime napi. odectenim libovolnych
dvou rovnic a dosazenim. Tim je tvrzeni ulohy dokazano.

Poznamka. Jsou-li naopak body X, Y a Z paty vysek trojuhelniku ABC, jsou ¢tyft-
thelniky ABXY, BCY Z a CAZX tétivové podle Thaletovy véty.

Za Uplné feseni je 6 bodu.

3. Protoze pro zvolené ¢islo k vzdy plati 18 < k + 17 < 34 a mezi ¢isly 18,19,...,34
ma kazdé z ¢isel 12,13,...,17 pouze jeden nasobek (totiz dvojnasobek), libovolné ¢islo
m € {12,13,...,17} smazeme pouze pii volbé jediného ¢isla k (pfi kterém k + 17 = 2m).
Napftiklad ¢islo 15 smazeme pouze volbou k£ = 13, ¢islo 13 pouze volbou k = 9. Ke smazani
obou ¢isel 15 a 13 tedy musime nékdy vybrat £ = 13 a nékdy pozdé€ji £ = 9. Pak ale
v okamziku vybéru ¢isla k = 9 je uz smazano jak ¢islo 10 (smazali jsme ho nejpozdéji
pfi vybéru k = 13), tak ¢islo 1 (to jsme smazali hned pfi prvnim vybéru). Pii zadném
dalsim vybéru uz proto nesmazeme cislo 9, protoze ¢islo k + 17 je délitelné deviti pouze
pri vybérech k = 1 a k = 10. Dokézali jsme, ze opakovanim dané procedury nelze smazat
vSechna tii ¢isla 15, 13 a 9, tim spiSe nelze smazat vSechna ¢isla od 1 do 17.

Jiné FesSeni. Ptipustme, ze vSechna ¢isla 1ze smazat po n vybérech ¢isla k (spojenych
s mazanim vSech délitelu ¢isla k+17) a ze kazdym vybérem se néco umaze (jinak je takovy
vybér zbyteény). Posledni mj. znamen4, ze kazdé ¢islo je vybrano nejvyse jednou. Ziejmé
n > 1 a pro posledni vybrané ¢islo k,, musi platit k,|(k,+17), tj. k, = 17 (moZnost k,, = 1
je vyloucena tim, Ze ¢islo 1 je smazano hned pfi prvnim vybéru). Pfed poslednim vybérem
jsou na tabuli jen délitelé ¢isla 34, tedy kromeé cisla 17 pripadné ¢islo 2. Kdyby tam c¢islo 2
nebylo, muselo by opét platit k,—1 | (kn—1 +17), coZ uz mozné neni. Proto nutné k,_; = 2.
Takovéa volba je ale zbytecnd, protoze ¢islo 2 4 17 je prvocislo.

Za plné feseni je 6 bodu.



