51. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy &kolni — klauzurni &asti |. kola kategorie C

1. Do sportovniho krouzku chodi 21 chlapcti. Na poslednich dvou schiizkach nikdo nechy-
bél, chlapci se pokazdé rozdélili do tii druzstev po sedmi hracich. Dokazte, Ze nékteri
tTi chlapci byli obé schiizky spolu v jednom druzstvu.

2. V roviné je dan pravouhly trojihelnik ABC takovy, ze kruznice k(A;|AC|) protina
preponu AB v jejim stiedu S. Dokazte, Ze kruznice opsana trojihelniku BC'S je shodna
s kruznici k.

3. Urcete viechny dvojice prvoéisel (p, q) takové, ze p > q a ¢islo p? — g% m4 nejvyse ctyti
délitele.

Skolni — klauzurni éast I. kola kategorie C se kona
v utery 22.ledna 2002

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tloh
4 hodiny cistého cCasu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodtl, uspésnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



51. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh skolni ¢4sti I kola kategorie C

1. Uvazujme chlapce H. Sest jeho spoluhracit z prvni schiizky je na druhé schiizce
rozdéleno do t¥ druzstev. Pak jsou bud tfi z nich v jednom druzstvu, nebo jsou v téchto
tfech druzstvech rozdéleni po dvou. Chlapec H je vsak také clenem nékterého z téchto
druzstev, a tedy v tomto druzstvu se opét nachéazi trojice spoluhract z prvni schiizky.

Jiné feseni. Ozna¢me A, B, C druzZstva sestavend na prvni schtizce, D, E, I’ druzstva
sestavena na druhé schiizce. Podle zatazeni do druzstev jsou jednotlivi chlapci nejvyse
deviti raznych typa AD, AE, AF, BD, BE, BF, CD, CE, CF. Kdyby kazdého typu byli
nejvyse dva chlapci, bylo by na schiizkach nejvyse 2 - 9 = 18 chlapcti, coz je spor s tim,
ze jich do krouzku chodi 21. Proto alespon jednoho typu jsou alespon tii chlapci, a to je
hledana trojice chlapc.

Za plné feseni je 6 bodu.

2. Stied prepony S pravouhlého trojuhelniku ABC' je podle Thaletovy véty stfedem
kruznice opsané tomuto trojuhelniku, plati tedy |C'S| = |AS| = |BS| (obr.1). Jelikoz
body C a S lezi na kruznici k, plati |AS| = |AC|, je proto trojuhelnik ASC rovnostranny
a velikost tthlu C'SB je rovna 120°.

Obr. 1

Je-li M stfed kruznice opsané trojuhelniku BC'S, plati |CM| = |SM| = |BM|, a pro-
toze |CS| = |BS], jsou CMS a SM B shodné rovnoramenné trojahelniky se zakladnami
CS a BS. Velikost tthlu C'SB je souctem velikosti shodnych thla CSM a MSB, je proto
velikost thlu M S B rovna % -120° = 60°. Trojihelnik M SB je tedy rovnostranny a plati
|MS|=|BS]|.

Polomér kruznice opsané trojuhelniku C'SB je roven |[MS| = |BS| = |AS|, coz je
polomér kruznice k. Kruznice opsana trojuhelniku BC'S a kruznice k maji stejné poloméry,
jsou tedy shodné. Tim je diikaz ukoncen.

Poznamka: Po zjisténi, ze ASC' je rovnostranny trojuhelnik, je mozné dokoncit feseni
i takto: je-li D bod soumérné sdruzeny s bodem A podle stfedu C, je trojuhelnik ABC
,polovinou* rovnostranného trojuhelniku ABD, takze stfed M jeho strany BD méa od
bodit B, S, C stejnou vzdalenost rovnou 1|AB].

Za uplné feseni je 6 bodd z toho 3 body za zduvodnéni, ze ASC' je rovnostranny trojihelnik.



3. Cislo 1 m4 pravé jednoho délitele 1. Uréeme déle vSechna pfirozend &isla a # 1,
ktera maji nejvyse ctyti délitele. Takové ¢islo a ma dva trividlni délitele 1 a a, proto
miize mit nejvyse dalsi dva netrividlni délitele, takze je délitelné nejvyse dvéma prvocisly.
Je-li ¢islo a délitelné dvéma riznymi prvocisly p; a ps, je délitelné i jejich soucinem pqpo,
vzhledem k usporadani déliteli ¢isla a musi tehdy byt a = pips. Je-li ¢islo a délitelné prave
jednim prvodcislem p;, plati a = p¥, kde k je p¥irozené ¢islo. Jeho netrivialnimi déliteli jsou
¢isla p1,p3, ... ,p’f_l, proto k < 3.

Nejvyse ¢tyii délitele tedy maji pouze ¢islo 1 a ¢isla tvaru py, p?, p3 a pips, kde p;
a po jsou ruzna prvocisla.

Necht p > q jsou prvoéisla a ¢islo a = p? —¢? = (p—q)(p+¢q) méa nejvyse ctyii délitele.
Pak plati 1 < p — ¢ < p+ ¢ £ a. Rozlisime nésledujici pripady:

1. p — g = 1. Rozdil prvocisel p, ¢ je liché ¢islo, proto jedno z nich je sudé a druhé se lisi

0o1l. Tedy p=3, g =2 a ¢islo a = 32 — 22 = 5 ma dva délitele 1 a 5.

2. p—q > 1. Cislo @ m4 pravé ¢tyii rtzné délitele 1, p — ¢, p + ¢, a, proto vzhledem

k tvodni Givaze mohou nastat dvé moznosti:

a) p—q je prvocislo p; a p+q je pi. Pak oviem p; déli p? +p1 = p+q+(p—q) = 2p,
pritom p je prvocislo, takze p; = p nebo p; = 2. Rovnosti p — ¢ = p; je vsak
moznost p; = p vyloucena, proto musi platit p; = 2. Ze soustavy p — q = 2,
p + q = 4 ovSem plyne ¢ = 1, coz neni prvocislo.

b) p— q je prvoéislo p; a p+ ¢ je prvocislo ps. ProtoZze ps > p1, je prvocislo py liché.
Odtud plyne ¢ = 2, jinak by ¢islo po bylo sou¢tem dvou lichych prvocisel p a g,
tedy cislo sudé. Tti prvocisla p; = p — 2, p a ps = p + 2 davaji razné zbytky prii
déleni tfemi, takze jedno z nich je rovno 3. Z p = 3 ovSem plyne p; =1,z po =3
zase p = 1, zbyva proto moznost p; = 3, tedy p = 5. Cislo a = 52 — 22 = 21 m4
pravé ctyti délitele 1, 3, 7, 21.

Vsechny dvojice prvoéisel (p, q) vyhovujici zadani alohy jsou dvojice (3,2) a (5, 2).

Jiné fesSeni. Vysvétlime nejdiive, pro¢ ¢ = 2. Pfipustme naopak, Ze ¢ > 2. Pak obé
prvoéisla p a ¢ jsou lich4, takze (p — q) a (p + ¢) jsou dvé rizna sudé ¢isla, tudiz jejich
soucin p? — ¢2 je ¢islo tvaru 4k, kde k = 2. Takové ¢islo ale mé &tyii délitele 1, 2, 4 a 4k,
proto se jeho délitel 2k musi rovnat ¢islu 4. Plati tedy (p — q)(p + q) = 8, odkud p — ¢ = 2
ap+q=4, takze ¢ = 1, a to je spor. Rovnost ¢ = 2 je dokazana.

Hledame tedy vSechna prvodisla p > 2, pro ktera ma ¢islo p? — 4 nejvyse étyti délitele.
Snadno se presvédéime, ze vyhovuje p = 3 i p = 5. V piipadé p = 7 je ovSem jedno z ¢isel
p+ 2, p— 2 délitelné tfemi (podle toho, zda prvodéislo p dava pii déleni tfemi zbytek 1
nebo 2), takZe ¢islo p? — 4 m4 pét riiznych déliteld 1, 3, p—2, p+ 2 a p? — 4.

Uloze tedy vyhovuji dvé dvojice prvoéisel (p, q): (3,2) a (5,2).

Za tplné feseni je 6 bodl. Za spravnou diskusi kazdé z moznosti 1), 2a), 2b) udélte dva body. Za uhodnuti

obou dvojic (3,2) a (5, 2) udélte 1 bod, za zdtvodnéni neexistence dalsich feseni 4 body. Za dikaz rovnosti
q = 2 udélte 3 body.



