51. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy I1. kola kategorie A

. Dokazte, ze pro libovolna éisla «, 8 € (0, %n) plati nerovnost
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+ > 2\/tga + tg 5.

cosae  cosf3 —

Zjistéte rovnéz, kdy nastane rovnost.

. Najdéte vSechny dvojice prirozenych ¢isel x a y, pro které plati
v? =4y +3 - n(z,y),
kde n(z,y) zna¢i nejmensi spoleény nasobek ¢isel x a y.

. Do kruznice k je vepsan c¢tyituhelnik ABCD, jehoz thlopficka BD neni primeérem.
Dokazte, ze prisecik primek, jez se kruznice k dotykaji v bodech B a D, lezi na
pfimce AC, pravé kdyz plati |AB| - |CD| = |AD| - |BC|.

. V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

x2—1:p(y—|—Z),
y? —1=p(z +x),
2 —1=px+y)

s neznamymi x, y, z a parametrem p. Provedte diskusi po¢tu Feseni.

II. kolo kategorie A se kona
v atery 15.ledna 2002

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, tispésnym TesSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



51. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie A

1. Protoze plati

sinacos f +cosasinB  sin(a + 3) < 1

tga+t = = S
& g0 cos « cos (3 cosacos3 — cosacos 3’

sta¢i misto nerovnosti ze zadani tlohy dokazat nerovnost
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To je ale snadné, nebot po prevedeni odmocniny z pravé strany na levou dostaneme po
upravé ,na ¢tverec” zfejmou nerovnost
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Tim je cely dikaz hotov. Dodejme, Ze nerovnost (2) téZ plyne z nerovnosti mezi aritme-
1
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Rovnost v dokédzané nerovnosti nastane, pravé kdyz nastanou rovnosti v obou nerov-
nostech (1) a (2'). To 1ze zfejmé vyjadiit podminkami

tickym a geometrickym prumérem (kladnych) ¢isel

1 1
sinfa + ) & cosa  cosf3’

které jsou pro né&jakd o, € (0, %n) splnény, pravé kdyz a + 8 = %n a a = (3, neboli
1
a=f=3m

Za 1uplné teseni udélte 6 bodd, z toho 5 bodt za ditkaz nerovnosti a 1 bod za analyzu rovnosti, ne vsak za
pouhé uhodnuti podminky a = 3 = %n (bez vysvétleni, pro¢ jindy rovnost neplati).

2. Protoze &islo z je délitelem obou &isel n(x,y) a 22, plyne z dané rovnice, e ¢islo x
také déli ¢islo 4y. Cislo 4y je tedy spoleény nasobek ¢isel x a y, takze jejich nejmensi
spole¢ny nasobek n(z,y) je délitelem &isla 4y (a zroveii nasobkem ¢isla y). Cislo n(z,y) je
tudiz rovno jednomu z ¢isel y, 2y nebo 4y. Tyto tii pfipady, jez se pro pfirozené y navzajem
vylucuji, nyni posoudime oddélené.

(i) n(x,y) = y. Plati y = kx pro vhodné pfirozené k. Dosazenim do rovnice dostaneme
1? = 4kx + 3k, odkud x = Tk, a proto y = Tk2. Protoze n(7k, 7k?) = 7k? pro kazdé k, je
odpovidajici dvojice (z,y) = (7k, 7k?) skute¢né feSeni.

(ii) n(z,y) = 2y. Plati 2y = kz pro vhodné liché k (pro k sudé dostaneme, Ze = déli y,
coz je piipad (i)). Dosazenim do rovnice dostaneme x? = 2kx + 3kx, odkud = = 5k, a proto
2y = 5k2. To je spor s tim, ze k je liché.

(iii) n(x,y) = 4y. Plati 4y = kx pro vhodné liché k (pro k sudé dostaneme, ze x déli y
nebo 2y, coz vede na piipad (i) nebo (ii)). Dosazenim do rovnice dostaneme z? = kx + 3k,



odkud = = 4k, a proto y = k2. Protoze n(4k, k?) = 4k? pro kazdé liché k, je odpovidajici
dvojice (z,y) = (4k, k?) skuteéné fesend.

Odpovéd': Hledanych dvojic (z, i) je nekoneéné mnoho; jsou to jednak dvojice (7k, 7k?),
kde k je libovolné piirozené ¢islo, jednak dvojice (4k, k?), kde k je libovolné liché piirozené
¢islo.

Jiné feseni. Oznacme d nejvétsi spolec¢ny délitel hledanych ¢isel x a y. Potom x = dz;
ay = dyi1, kde x; a y; jsou nesoudélnd pfirozena ¢isla, a n(z,y) = dzriy;. Po dosazeni do
dané rovnice dostaneme d2x? = 4dy; + 3dx1%1, coz po kraceni &slem d piepiseme do tvaru

x1(dz1 — 3y1) = 4ys. (1)

Piirozené ¢islo 4y, je tedy nasobkem é&isla z;. Cisla z; a vy; jsou ale nesoudélna, tudiz
¢islo x; je délitelem ¢isla 4, a proto z; € {1,2,4}.

Je-li 21 = 1, pak z (1) vychazi d = Ty;, takze x = dx; = Ty; a y = dy; = Ty>. Dvojice
¢isel x = Tk a y = Tk? je feSenim ptivodni rovnice pro kazdé k.

Je-li 1 = 2, pak podle (1) plati 2d = 5y;, takze ¢islo y; je sudé stejné jako ¢islo zq,
coz odporuje jejich predpokladané nesoudélnosti.

Je-li z1 = 4, pak z (1) vychazi d = y1, takze z = dr; = 4d a y = dy; = d?. Cisla
r1 =4 a y; = d jsou ovSem nesoudélné, jenom kdyz je d liché cislo. Pro kazdé takové d je
dvojice x = 4d a y = d? fesenim ptivodni rovnice.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Pfi spravném postupu s netuplnou diskusi ¢i jinou odstranitelnou chybou

a nalezeni (nikoliv uhodnuti) pouze jedné z obou nekoneénych skupin feSeni udélte nejvyse 3 body. Za
pouhé uhodnuti nekone¢né mnoha feSeni udélte 1 bod.

3. Protoze tisecka BD neni primérem kruznice k, jeji tecny v bodech B a D nejsou
rovnobézné, takze se protinaji v bodé, ktery oznacime G.

(i) Pfedpoklddejme, Ze bod G lezi na pfimce AC, napiiklad na polopiimce opa¢né
k CA (obr.1). (Lezi-li bod G na polopfimce opaéné k AC, vyménime oznaceni vrcholt
A a C, které nic neméni na rovnosti, kterou mame dokazat.) Trojuhelniky ABG a BCG

se shoduji jak ve vnitinich tthlech u spole¢ného vrcholu G, tak ve vnitinich thlech BAG
a CBG (podle véty o obvodovém a tsekovém thlu pro tétivu BC' kruznice k). Proto jsou
tyto trojuhelniky podobné, tudiz plati |AB| : |BC| = |GB| : |GC|. Analogickd tméra



|AD| : |CD| = |GD| : |GC| plyne z podobnych trojihelniki ADG a DCG. Porovname-li
obé tmeéry a pfihlédneme-li k rovnosti |GB| = |GD| (tseky tecen z bodu G ke kruznici k),
zjistime, ze plati |AB| : |BC| = |AD| : |CD|, odkud jiz plyne rovnost |AB| - |CD| =
= |AD| - |BC|.

(ii) Pfedpokladejme nyni, ze plati rovnost |AB| - |CD| = |AD|-|BC| a ze bod G lezi
ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou BD jako bod C (jinak opét vyménime oznaceni
bodit A a C, které piimka BD oddéluje.) Pak polopfimka GC' protina kruznici k£ ve dvou
bodech, v bodé C' a v bodé, ktery oznacime A’ (obr.2). Pro ¢tyfuhelnik A’BC'D mizeme

pouzit tvrzeni dokdzané v ¢asti (i), dostaneme tak rovnost |A'B|-|CD| = |A’D| - |BC]|.
Porovnanim s rovnosti |AB| - |CD| = |AD| - |BC| zjistime, ze plati |A'B| : |AB| = |A’'D| :
: |AD|. Tato iméra spolu se shodnosti thlad BA'D a BAD (obvodové tihly nad tétivou BD
kruznice k) znamend, Ze trojihelniky BA’D a BAD jsou podobné podle véty sus. Protoze
v8ak strané BD odpovida strana BD, jde o shodné trojuhelniky (lezici ve stejné poloroviné
s hrani¢ni pfimkou BD), tudiz body A a A’ splyvaji. Bod G proto lezi na pfimce AC.

Za 1tplné feseni udélte 6 bodt, po 3 bodech za kazdou z obou implikaci dokdzanych v éastech (i) a (ii).

4. Odectenim prvnich dvou rovnic soustavy dostaneme

2> —y?> =p(y —x), mneboli (x—1y)(z+y+p) =0.

Odtud plyne, Ze asponi jeden z €initelt (z — y) a (x + y + p) je roven nule, takze ¢islo y
je rovno x nebo —p — x. Obdobné odec¢tenim prvni a tfeti rovnice soustavy zjistime, ze
rovnéz z € {x, —p — x}. Dohromady to znamena, ze kazdé feseni (z,y, z) dané soustavy je
(az na poradi) trojice tvaru (u,u,u) nebo (u,u, —p — u).

(i) Trojice (u,u,u) je feSenim, pravé kdyz ¢islo u splituje rovnici u? — 1 = 2pu. Jeji
tpravou dostaneme (u — p)? = p? + 1, odkud je vidét, Ze pro kazdé realné p existuji dvé
riznd ¢isla u a jsou rovna p £ /p? + 1. Jim odpovidaji prvni dvé feseni ptivodni soustavy

= =z1=p+Vp*+1l a zo=y2=2=p—Vp*+1 (1)

(ii) Hledejme nyni vSechna feseni soustavy tvaru (u, u, —p—u). Snadno si uvédomime,
ze trojice ¢isel (u, u, —p—u) (v jakémkoliv pofadi) je FeSenim puvodni soustavy, pravé kdyz



¢islo u soucasné vyhovuje dvéma rovnicim

w?=1=plu—p—u) a (—p—u)’—1=p(u+u).
Je zfejmé, ze kazd4 z téchto rovnic je ekvivalentni s rovnici u? = 1—p?. Vidime, ze v pripadé
|p| > 1 ¢islo u neexistuje, v ptipadé |p| = 1 plati u = 0, kone¢né v piipadé |p| < 1 existuji
dvé ¢isla u a jsou rovna ++/1 — p2. Odpovidajici feSeni piivodni soustavy jsou dvé trojice
Cisel

z3=ys=+1-p* a 23=-p—/1-p?

Ta=ys=—\1-p* a z=-p+1-p?

a dale vSechny jejich permutace

(2)

(w5,y5, 25) = (T3, 23,73), (%6, Y6, 26) = (T4, 24, T4),

(3)

($77 Yy, Z7) = (237 xs, fL’g), (:1"87 Ys, z8) - (Z47 L4, .’174).
(Vzorce (2) a (3) mizeme pouzit i v pfipadé |p| = 1, musime vSak mit na paméti, ze
poskytuji jen t¥i riizné feSeni, nebof tieti feSeni splyva se étvrtym, paté s Sestym a sedmé
s osmym.) Nyni jesté posoudime, kdy néktera feseni uvedena v (2) a (3) splyvaji s feSenimi
uvedenymi v (1). Takova situace nastane, pokud plati [p| < 1 a je splnéna néktera z rovnic

V1—p2=—p—+/1—p? respektive —y/1—p2=—p++/1—7p2

.. . - 2

Snadnym vypoctem zjistime, Ze prvni rovnice mé jediné feSeni p = —— (pro takové p
V5

tfeti, paté a sedmé feSeni splyvaji s prvnim FeSenim) a Ze druhd rovnice mé jediné feSeni
2 b v e AR

p= 7 (pro takové p Gtvrté, Sesté a osmé feSeni splyvaji s druhym Fesenim).
Odpovéd: Vsechna FeSeni (z;,y;,2;) dané soustavy rovnic jsou popsana vzorci (1),
(2) a (3). Je-li |p| > 1, existuji pravé dvé ruznd feSeni (s indexy i = 1,2). Je-li [p| < 1

2
a |p| # —=, existuje pravé osm ruznych reseni (s indexy i = 1,2,...,8). Je-li |p| = 1 nebo

Vb
2
p| = —, existuje pravé pét ruznych feseni (s indexy ¢ = 1,2,3,5,7 pro hodnoty p = 1,
V5
2
=—-1,p=—=asindexyi=1,2,4,6,8 prop=———x).
p P=" y pro p \/5)

Za Uplné feseni udélte 6 bodu, z toho 2 body za dikaz, Ze aspon dvé z cisel x, y, z se rovnaji, 1 bod
za nalezeni FeSeni (1), 1 bod za nalezeni FeSeni (2), 1 bod za spravné urceni poctu feSeni pro vSechna

2

2 2
p# :I:—57 1 bod za diskusi pfipadu |p| = % Chybi-li nutné zkouska feseni (nas postup ji nevyzadoval),

udélte nejvyse 5 bodu.



