51. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy I1. kola kategorie B

. Najdéte vSechna prirozena c¢isla n, kterd jsou mensi nez 100 a maji tu vlastnost, ze
druhé mocniny ¢isel 7n + 5 a 4n + 3 kondi stejnym dvojéislim.

. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

(% + 1)(y* + 1) + 242y = 0,

12x 12y
1=0.
x2+1+yQ+1+

. Uvnitf stran AB, BC, CD a DA konvexniho ¢tyftuhelniku ABC D jsou po fadé zvoleny
body K, L, M a N. Oznac¢me S prusecik piimek KM a LN. Je-li mozno vepsat
kruznice ¢tytuhelnikim AKSN, BLSK, CMSL a DNSM, je mozno vepsat kruznici
i ¢tyftahelniku ABCD. Dokazte.

. Je dano n nezapornych cisel. Muzeme vybrat libovolnd dvé z nich, feknéme a a b,
a < b, a zaménit je ¢isly 0 a b — a. Dokazte, Ze opakovanim této operace lze vSechna
dané cisla zménit na nuly, pravé kdyz pavodni cisla lze rozdélit do dvou skupin tak,
Ze soucty c¢isel v obou skupinach jsou stejné.

I1. kolo kategorie B se kona
v atery 26. biezna 2002

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodti, tispésnym TesSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



51. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie B

1. Protoze cislo 4n + 3 je liché, musi byt liché i ¢islo Tn + 5, takze ¢islo n musi byt
sudé: n = 2k pro vhodné celé k.

Pozadovanou vlastnost lze vyjadtit takto: rozdil D = (7n+5)? — (4n +3)? je délitelny
¢islem 100. S vyuzitim rozkladu

D= ((Tn+5)— (4n+3))((Tn+5) + (4n + 3)) = (3n + 2)(11n + 8)

po dosazeni n = 2k dostaneme vyjadieni D = 4(3k + 1)(11k + 4). Zajima nas tedy, kdy je
soucin (3k + 1)(11k + 4) délitelny ¢islem 25. Oba ¢initelé 3k + 1 a 11k + 4 nemohou byt
nasobky péti zaroven, protoze pro jejich nejvétsi spolecny délitel vychazi

nsd(11k + 4,3k +1) =nsd(3k + 1,2k + 1) = nsd(2k + 1, k) = nsd(k, 1) = 1.
Zjistime proto, kdy plati 25 | 3k + 1 a kdy plati 25 | 11k + 4. Z vyjadieni
3k+1=3k—8)+25 a 1lk+4=11(k—11)+125

vidime, ze 25 |3k + 1, pravé kdyz k = 25t + 8, zatimco 25| 11k + 4, pravé kdyz k = 25t + 11
(pismeno t znaéi v obou piipadech celé ¢islo). Hledand ¢isla n = 2k jsou proto ¢isla tvart
n =50t + 16 a n = 50t 4+ 22, v rozmezi od 1 do 99 jsou to tudiz prave cisla 16, 22, 66 a 72.

Jiné Feseni. Nejprve zjistime posledni ¢islice &isel (7n + 5)2 a (4n + 3)? v zavislosti
na posledni ¢islici ¢isla n:

n 0/1(2[3|4[5|6|7[8]9
™m+5 |5/2]9(6|3|0]|7[4]|1|8
(Tn+5)2|5|4|1[6|9[(0|9]|6]|1|4
4n+3 |3|7|1|5[9(3|7[1|5]9
(4n+3)21919|1[5|1]9|9|1|5]|1

(Vypocet celé tabulky se zkrati na polovinu, kdyZ si pfedem jako v predchozim feSeni
uvédomime, %e n musi byt sudé.) Vidime, Ze ¢isla (7n + 5)% a (4n + 3)? kondi stejnou
¢islici, pravé kdyz ¢islo n konéi ¢islici 2 nebo 6. Kazdé hledané n < 100 je tedy bud tvaru
n = 10a + 2, nebo tvaru n = 10a + 6, kde a je neznama ¢islice. I kdyz by stacilo otestovat
vSech 2 - 10 = 20 takovych ¢isel n, zvolime jiny postup.

(i) Pro n = 10a + 2 plati

(Tn + 5)% = (70a + 19)2 = 4900a> + 26600 + 361,
(4n + 3)% = (40a + 11)? = 1600a> + 880a + 121.

Vidime, Ze ¢islo (7n+5)? ma na misté desitek stejnou &islici, jakou ma &slo 6a+ 6 na misté
jednotek; ¢islo (4n + 3)? zase m4 na misté desitek stejnou &slici, jakou mé ¢islo 8a + 2 na
misté jednotek. Hledame tedy ¢islice a, pro které rozdil (8a+2) — (6a+6) = 2(a — 2) konci



¢islici nula; zfejmé to plati pouze pro a = 2 a a = 7, kterym odpovidaji feseni n = 22
an="72.
(ii) Pro n = 10a + 6 plati

(7n 4 5)% = (70a + 47)% = 49004 + 6 580a + 2 209
(4n + 3)? = (40a + 27)? = 1600a” + 2 160a + 729.

Tentokrat jsou pocty desitek v téchto ¢islech stejné jako pocty jednotek v ¢islech 8a a 6a+2.
Rozdil 8a — (6a + 2) = 2(a — 1) kon¢i ¢islici nula jediné pro a = 1 a a = 6. Odpovidajici
feSeni jsou n = 16 a n = 66.

Za uplné feseni udélte 6 bodi. Za poznatek, zZe ¢islo n konci ¢islici 2 nebo 6, udélte 2 body.

2. Protoze pro libovolna realn4 ¢isla z, y jsou obé ¢isla (22 + 1) a (y? + 1) nenulova
(totiz kladna), muzeme pfejit k novym neznadmym

x )
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ve kterych ma ziejmé ptivodni soustava rovnic tvar
14+24uv =0 a 12u+12v+1=0.
Odtud naptiklad pro neznamou u snadno dostaneme kvadratickou rovnici

24y +2u—1=0

o=

s koreny u; = % a Uy = —i, kterym ,,symetricky“ odpovidaji hodnoty v, = —i a vy =
Protoze (kvadratické) rovnice

maji feSeni

51’2:3:]:\/g a t1’2:—2i\/§,
ma puvodni soustava pravé osm FeSeni, a to dvojice tvaru (z,y) = (3 + /8, -2+ \/§)
a(zr,y) = (—2 ++/3,3+ \/g), kde znaménka jsou kombinovana libovolné.

Za uplné feseni udélte 6 bodu.



3. Predpokladejme, ze zminénym c¢tyifem ¢tyithelniktim lze vepsat kruznice. Body do-
tykt téchto kruznic s prislusnymi stranami ¢tyithelnikti oznac¢me jako na obrazku. Ze sou-

mérnosti tecen sestrojenych z jednoho bodu k téze kruznici plynou rovnosti

|APy| = |AP]|, |BP,| = |BP|, |CPs| = |CPs|, [DPy| = [DFy] (1)

1SQ1| = [5Q1], [SQ2| = [SQ5|, |SQs| = [5Q5], [SQal = [SQY]. (2)
Ze soumérnosti spole¢nych vnéjsich te¢en dvou kruznic zase plynou rovnosti
|PLP;| = |Q1Q2], |P2P3| = |Q2Qs], [PsPy| = |Q5Qu|, |PaP{] = |Q4Q1]. (3)

Podle znamé poucky lze konvexnimu c¢tyiuhelniku ABCD vepsat kruznici, pravé kdyz
délky jeho stran splnuji podminku

|AB| + |CD| = |BC| + |DA],
kterou lze s ohledem na (1) upravit do tvaru
|PLPy| + | P3Pyl = [Py Pg| + | PoPy. (4)
Vsimnéme si, Ze podle (2) a (3) plati rovnosti

|P1Ps| = [@Q1Q2] = |Q1S| + [SQ2| = |SQ1| + [SQ2],
| P2 Ps| = [Q3Q3] = |Q35] + [SQs| = |SQa| + [SQs],
| P3Py = [Q3Q4] = |Q3S] + [SQ4| = |SQ3] + [SQ4l,
|PyP| = [QyQ1]| = |Q4S| + [SQ1| = [SQa| + [SQul.

Obé strany (4) se tudiz rovnaji souc¢tu [SQ1| + [SQ2| + |SQ3| + |SQ4| a dikaz je hotov.

Za uplné feseni udélte 6 bodi.



4. Poznamenejme nejdiive, ze popsanou operaci nema smysl provadét s dvojici ¢isel
(a, b) obsahujici ¢islo nulu, nebot takova dvojice se operaci nezméni.

(i) Pfedpokladejme nejdiive, ze danou skupinu n nezapornych ¢isel 1ze rozdélit na dveé
podskupiny A a B se stejnym souc¢tem c¢isel. Ukazme, ze v tomto pripadé lze opakovanim
operace zménit vSechna ¢isla obou skupin A a B na nuly. Obsahuje-li néktera ze skupin
A, B aspon jedno kladné ¢islo (jinak jsme hotovi), plyne z rovnosti soucti ¢éisel v obou
skupinéch, ze kladné ¢islo existuje v obou z nich. Vyberme tedy kladné ¢islo a € A a kladné
¢islo b € B a provedme operaci pravé s témito dvéma ¢isly. Je-li naptiklad a < b (v ptipadé
a 2 b je tivaha obdobna), zméni se ¢islo a ve skupiné A na nulu a ¢islo b ve skupiné B
na ¢islo b — a, takze se celkovy soucet ¢isel ve skupiné A zmensi o a, stejné jako celkovy
soucet Cisel ve skupiné B. Proto budou po provedené operaci soucty cisel ve skupinach A
a B opét stejné, pritom se celkovy pocet nul v AU B zvétsi o 1 (pokud bylo a # b) nebo
o 2 (pokud bylo a = b). Opakovanim popsané operace s kladnymi ¢isly a € A a b € B
se proto po konec¢ném poctu kroku dostaneme do situace, kdy v zadné ze skupin A, B jiz
nebude kladné cislo.

(ii) Pfedpokladejme nyni, Ze z dané n-tice nezapornych ¢isel jsme dostali vhodnym
opakovanim operace n-tici slozenou ze samych nul. Dokazme indukci, Ze pfed provedenim
kazdé jednotlivé operace bylo mozné aktualni n-tici ¢isel rozdélit na dvé podskupiny A
a B se stejnym souctem. Pfed provedenim posledni operace musela mit aktualni n-tice
Cisel tvar {a,a,0,0,...,0}, takze vhodné rozdéleni bylo A = {a} a B = {a,0,0,...,0}.
Pfedpokladejme nyni, Ze po provedeni nékteré operace s ¢isly (a,b), a < b, existovalo
rozdéleni ¢isel do podskupin A a B se stejnym souCtem, a ukazme, Ze i pred provedenim
této operace takové rozdéleni existovalo. Jisté muzeme predpokladat, ze nova ¢isla0 a b—a
nepatii do stejné z obou podskupin A a B (jinak pfehodime ¢islo 0 do druhé podskupiny,
coz nezméni soucty ¢isel v podskupinach), necht tedy naptiklad 0 € A a b—a € B. Potom
¢islo 0 v A zaménime ¢islem a a ¢islo b — a v B zaménime ¢islem b; dostaneme tak vhodné
rozdéleni aktualnich c¢isel pred uvazovanou operaci.

Za uplné feseni udélte 6 bodi, 3 body za ¢ast (i) a 3 body za ¢ast (ii).



