51. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 1. kola kategorie C

. Urcete pocet dvojic (a,b) pfirozenych ¢isel (1 =< a < b < 86), pro které je soucin ab
délitelny tiemi.

. Nechf kruZnice sestrojené nad rameny lichobéZzniku jako nad prumeéry maji vnéjsi
dotyk. Dokazte, ze dotykovy bod téchto kruznic lezi na ose uhlu, ktery obé ramena
lichobézniku sviraji.

. Najdéte vSechna cel4 ¢&isla x, pro které jsou obé é&isla (z —3)% —2, (x—7)?+1 prvoéisla.

. V roviné jsou dany body C, V, U takové, ze |CV| = 3cm, |[VU| = 3,5cm a |CU| =
= 4,5 cm. Sestrojte ostrouhly trojihelnik ABC' tak, aby byl V prisecik jeho vysek
a bod U byl soumérné sdruzeny s bodem A podle stiedu kruznice opsané trojuhel-
niku ABC.

IT. kolo kategorie C se kona
v atery 26. biezna 2002

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu muze soutézici ziskat
6 bodtli, Gispésnym Tresitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zakiim sdéli pred zahdjenim soutéze.



51. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh II. kola kategorie C

1. Nejprve spoc¢teme, kolik je vSech dvojic ¢isel takovych, ze 1 < a < b < 86, a pak
od tohoto poc¢tu odecteme pocet téch dvojic, pro néz soucin ab neni tiemi délitelny.
Ozna¢me C mnozinu vSech pfirozenych ¢isel nejvyse rovnych 86,

C=1{1,2,...,86}.

Mnozina C mé celkem 86 prvkii. Cislo a z ni miizeme vybrat 86 zptisoby a ke kazdému takto
vybranému ¢islu a existuje 85 ¢isel b € C riznych od a. Proto pocet vSech usporadanych
dvojic (a,b) pfirozenych cisel (1 < a # b = 86) je roven 86 - 85. Tuto mnozinu muzeme
rozdélit na pary usporadanych dvojic (a,b) a (b, a), proto pravé pro polovinu dvojic plati
a < b (druhou polovinu tvofi dvojice, v nichz a > b). Pocet vSech dvojic (a, b) pfirozenych
&isel takovych, ze 1 < a < b < 86, je tedy roven 3-86-85 = 3655. (Je to zaroven podet viech
neusporddanych dvojic ptirozenych ¢isel z mnoziny C, coz je kombinacni ¢islo (826) = 3655.)

Soucin ab je délitelny tremi, pravé kdyz je aspon jeden z Ciniteld a, b délitelny tfemi.
Protoze mezi ¢isly z mnoziny C je pravé 28 cisel délitelnych tfemi, je v C pravé 86 — 28 =
= b8 cisel, jez nejsou délitelna tfemi. Celkem tedy muzeme sestavit % - 58 - b7 = 1653
dvojic riznych prirozenych ¢isel (a,b) takovych, ze 1 < a < b < 86, a pfitom soucin ab
neni délitelny tremi.

Pocet vSech dvojic (a,b) pfirozenych ¢isel (1 < a < b < 86), pro které je soucin ab
délitelny tfemi, je roven 3655 — 1653 = 2002.

Jiné FeSeni. Oznacme A, resp. B mnozinu vsech téch dvojic (a,b) (1 < a < b < 86), ve
kterych je ¢islo a, resp. b délitelné tfemi. Mezi ¢isly v mnoziné C = {1,2,...,86} existuje
28 cisel délitelnych tfemi (jsou to ¢isla 3,6,9,...,84). Ke kazdému ¢islu a € C existuje
86 — a c¢isel b € C takovych, Ze a < b. Proto pocet vSech prvki mnoziny A je roven

(86 — 3) + (86 — 6) + (86 — 9) + - - - + (86 — 84) =
—28-86—3-(14+2+43+---+28) =

—28-86—3-=((1+28)+(2+27) + (3+26) +---+ (28+1)) =

=28-8—3---29-28 =2408 —1218 =1190.

N — DN =

Ke kazdému cislu b € C existuje b — 1 ¢isel a € C takovych, ze a < b. Proto pocet vSech
prvkl mnoziny B je roven

B-H)+6-1)+0O—-1)+---+(84—-1)=3-1+2+---+28)—28=
= 1218 — 28 = 1190.

Prinik mnozin A a B obsahuje takové dvojice ¢isel (a,b), v nichz jsou obé slozky
i b délitelné tremi, pricemz a < b. Téchto dvojic je podle ivahy z tvodniho feSeni
- 28 - 27 = 378. Pocet prvki sjednoceni mnozin A a B, tj. pocet vSech dvojic (a,b)
ptirozenych ¢isel (1 < a < b < 86), pro které je soucin ab délitelny tfemi, je roven souctu
prvkt mnozin A a B zmensSeny o pocet prvku jejich pruniku, tj. 119041190 — 378 = 2 002.

Nl Q

Za Gplné feseni je 6 bodu.



2. Necht ABCD je takovy lichobéznik se zadkladnami AB a C'D (obr.1). Oznacme
P stied ramene AD, ) stfed ramene BC a I dotykovy bod kruznic sestrojenych nad

Obr. 1

rameny jako prumeéry. Bod P je stfedem kruznice sestrojené nad ramenem AD, proto jsou
usecky PA a PI shodné a API je rovnoramenny trojihelnik se zakladnou AIl. Odtud
plyne, ze tthly PAI a AIP jsou shodné. Protoze bod dotyku dvou kruznic lezi na stiedné
téchto kruznic, je I bodem stfedni pricky PQ lichobézniku ABCD, ktera je rovnobézna
s jeho zakladnami. Uhly PIA a IAB jsou stiidavé a maji proto stejnou velikost. Tedy
uhly PAI a IAB jsou shodné a Al je osou thlu DAB. Bod I lezi na ose tohoto uhlu,
proto ma stejnou vzdalenost od jeho ramen AD a AB. Podobné se ukaze, ze I B je osou
thlu ABC' a bod I ma stejnou vzdélenost od pfimek AB a BC. Odtud jiz plyne, Ze bod [
mé stejnou vzdalenost od ramen AD a BC, a lezi proto na ose uhlu, ktery tato ramena
sviraji.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za odhaleni faktu, ze I je bodem stiedni pficky, udélte 2 body.

3. Obé cisla 3 a 7 jsou licha, proto pro libovolné celé ¢islo x maji ¢isla x —3 ax — 7
(a tedy i ¢isla (x — 3)% a (z — 7)?) stejnou paritu. Cisla —2 a 1 maji riznou paritu, proto
¢isla (z —3)2 — 2, (z —7)? + 1 maji rtiznou paritu, jedno z nich je tedy sudé. Protoze jediné
sudé prvocislo je ¢islo 2, je jedno z ¢isel (z — 3)% — 2, (x — 7)? + 1 rovno 2.

a) Necht (z — 3)? —2 = 2. Potom (z —3)2 = 4, tj. z = 5 nebo z = 1. Pro x = 5 je
hodnota vyrazu (z — 7)2 + 1 rovna 5, coZ je prvocislo, pro = 1 je hodnota tohoto
vyrazu rovna 37, coz je také prvocislo.

b) Necht (z —7)2 + 1 = 2. Potom (x — 7)2 = 1, tj. z = 8 nebo z = 6. Pro z = 8 je
hodnota vyrazu (z — 3)? — 2 rovna 23, coz je prvoéislo, pro # = 6 je hodnota tohoto
vyrazu rovna 7, coz je také prvocislo.

Hledanymi celymi ¢isly z jsou vSechny prvky mnoziny {1, 5,6, 8}.

Za Uplné tTeseni udélte 6 bodl. Za poznatek, ze zkoumana cisla maji riznou paritu, udélte 4 body, za
diskusi kazdé z moznosti a) a b) udélte po jednom bodu.



4. Necht ABC je ostrouhly trojuhelnik, S stied kruznice k£ jemu opsané a V' prusecik
jeho vysek (obr.2). Necht U je bod soumérné sdruzeny s bodem A podle S. Bod U lezi
na kruznici k uvnit toho oblouku BC, ktery neobsahuje bod A. Use¢ka AU je priimérem
kruznice k, proto podle Thaletovy véty jsou uhly UC A a U BA pravé. Jelikoz vyska BV je
kolma na stranu AC' trojuhelniku ABC, jsou tusecky BV a UC rovnobézné. Z podobného
dfivodu jsou rovnobézné i usecky C'V a UB, takie BUCV je rovnobéznik. Usecky BC
a UV maji tudiz spolecny stred.

C

Obr. 2

Odtud jiz plyne konstrukce. Sestrojime bod B soumérné sdruzeny s bodem C podle
stfedu usecky UV. Bod A pak urc¢ime jako prisecik kolmice k pfimce BU prochézejici
bodem B a kolmice k piimce CU prochéazejici bodem C'.

Ukazme nyni, ze takto sestrojeny trojuhelnik A BC mé vSechny pozadované vlastnosti.
Bod B je sestrojen tak, ze plati BV || UC a CV || UB. Bod A je sestrojen tak, ze plati
AB 1 UB a AC 1 UC, coz znamené, ze body B a C' lezi na Thaletové kruznici nad
prumérem AU. Body A a U jsou tudiz soumérné sdruzené podle stfedu této kruznice,
kterd je opsana trojuhelniku ABC. Ze vztahu AC 1 UC a BV || UC plyne BV 1 AC,
takze bod V lezi na vysce z vrcholu B ke strané AC sestrojeného trojuhelniku. Podobné
ze vztaht AB 1 UB a C'V || UB plyne, Ze bod V lezi na vySce z vrcholu C ke strané AB.
Bod V je tedy prusecik vysek trojuhelniku ABC.

Uloha mé za danych podminek pravé jedno feseni.

Za uplné feseni vCetné konstrukce udélte 6 bodt. Za dikaz toho, ze CV BU je rovnobéznik, udélte 3 body,
2 body za popis konstrukce a 1 bod za dtkaz jeji spravnosti.



