1. V oboru celych cisel reste soustavu rovnic

(42)s + Ty = 14,
(2y)5 — (31‘)7 = 74,

kde (n)x znaci nasobek cisla k nejblizsi cislu n. (P. Cernek)

Reseni. Z prvni rovnice dané soustavy plyne, Ze &islo 7y —14 = 7(y—2) je délitelné péti,
takze y = 5s + 2 pro vhodné celé s. Potom plati 2y = 10s + 4, a proto (2y)s = 10s + 5.
Po dosazeni do soustavy dostaneme dvojici rovnic (4x)s + 35s = 0 a 10s — (3z)7 =
= 69. Odecteme-li od dvojnasobku prvni rovnice sedminasobek druhé rovnice, vylou¢ime
neznamou s a pro neznamou z tak dostaneme rovnici 2(4x)s + 7(3z)7 = —483. Protoze
funkce F'(t) = 2(4t)s + 7(3t)7 je v celo¢iselné proménné ¢ neklesajici a plati F'(—18) =
= —532, F(—17) = —483 a F'(—16) = —473, ma nase rovnice F'(x) = —483 jediné feSeni
x = —17. Z rovnice (4x)5 + 35s = 0 pak plyne s = 2, takze y = 12. Zkousku pro dvojici
x,y) = (—17,12) provedeme snadno dosazenim.
Dand soustava ma jediné feSeni (x,y) = (—17,12).

Jiné fesSeni. Pro kazdé celé ¢islo t zfejmé plati nerovnosti ¢t — 2 < (t)5 < ¢t + 2
at—3 < ()7 =t + 3. Podle nich dostaneme z dané soustavy rovnic soustavu nerovnic

12 < 42 + 7y < 16,
69 < 2y — 3x < 79.

Z této soustavy vylouc¢ime napiiklad nezndmou z: pro vyraz 3(4x + Ty) + 4(2y — 3z),
ktery se rovna 29y, tak dostaneme odhady

29y =<3-16+4-79=364 a 29y =3-12+4-69 = 312.

Z nerovnosti 312 < 29y < 364 ovSem plyne y € {11,12}. Z prvni rovnice puvodni
soustavy pro y = 11 vychdzi (4z)5 = —63, coz neni ndsobek péti, zatimco pro y = 12
vychézi (4z)s = —70, odkud —72 < 4z < —68, takze = € {—18, —17}. Nutné tedy plati
y = 12; po dosazeni do druhé rovnice soustavy zjistime, Ze tato rovnice je splnéna pro

x = —17, ne v8ak pro x = —18. Jedinym FeSenim je tedy dvojice (z,y) = (—17,12).

2. Uvazugme libovolny rovnostranny trojihelnik K LM , jehoZ vrcholy K, L a M leZi po
radé na strandach AB, BC a CD daného ¢tverce ABCD. Najdéte mnozinu stredi
stran KL vsech takovych trojihelniku K LM . (J. Zhouf)

Reseni. Oznaéme S stied strany KL libovolného z uvazovanjch trojihelnikét K LM
(obr.1). Protoze oba thly LOM a LSM jsou pravé, je ¢tyfthelnik CMSL tétivovy,
a proto plati |[JMCS| = |FMLS| = 60°. Bod S tudiz lezi na fixni tsecce CE, jejiz
krajni bod E € AB je dan rovnosti |4 ECD| = 60°. UkdZeme, ze hledanou mnozinou
vSech stfedt S je jista tisecka mezi body C a F, kterd je ur¢ena podminkami S € C'F,

(i) |AS|=|BS| a (i) |JCBS|= 45°.

7 téchto podminek ziejmé plyne, Ze se jedna o tsecku F'G, kde F' je vrchol rovnostran-
ného trojuhelniku CDF a G je ten bod strany C'F', ktery lezi na tthlopticce BD, obr. 2.
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Z bodu usecky CFE totiz podminku (i) spliuji pravé body usecky C'F, podminku (ii)
praveé body tusecky EG.

Zminéné tvrzeni dokazeme tak, ze uvnitt tsecky C'E zvolime libovolny bod S a po-
kusime se rekonstruovat vyhovujici trojuhelnik K LM, jehoz strana KL mé stied ve
zvoleném bodé S. Zjistime, ze takovy trojihelnik K LM existuje, pravé kdyz bod S
spliiuje obé podminky (i) a (ii). Vratme se znovu k obr.1. Protoze tthel KBL je
pravy, jsou podle Thaletovy véty vSechny tii tsecky SK, SB a SL shodné. Proto
podle bodu S lze body K, L urcit jako pruseciky usecek AB resp. BC' s kruznici
o stfedu S a poloméru |SB|. Takovy prusecik K (K # B) existuje, pravé kdyz plati
podminka (i), pruse¢ik L (L # B) existuje, pravé kdyz plati nerovnost |BS| < |CS],
neboli |[¢BCS| £ |4CBS]|. Protoze vsak | BCS| = 30°, je posledni nerovnost zaru-
Cena silnéjsi podminkou (ii), jejiz nutnost se vyjevi za chvili. Zname-li jiz body K a L,
muzeme urc¢it bod M jako prisecik strany C'D s osou usecky K L. Predpokladejme, ze
takovy prusecik M existuje; sestrojeny rovnoramenny trojuhelnik K LM je pak skutecné
rovnostranny, nebot ¢tyfuhelnik CMSL je tétivovy (thly u vrchola C a S jsou pravé),
a proto plati [JMLS| = [ MCS| = 60°. Zbyva proto posoudit, kdy existuje prisecik
usecky C'D s osou tsecky KL, tedy kdy body C, D lezi v opacnych polorovinach ur-
¢enych zminénou osou, jeZ jsou popsany nerovnicemi |[KX| < |[LX| a |[KX| = |LX]|.
Protoze plati |KC| 2 |BC| a |BC| 2 |LC|, tedy |KC| 2 |LC|, je nasim tkolem zjistit,
kdy je splnéna nerovnost |K D| < |LD|. Z pravouhlych trojahelniki K DA a LDC' usou-
dime, Ze posledni nerovnost plati, pravé kdyz |AK| < |LC|, neboli |K B| 2 |LB|, neboli
|XBLK| = 45°. Uhel BLK je ale shodny s tthlem CBS (vime totiz, ze |SB| = |SL|),
a tak dostdvame podminku (ii). Dikaz je hotov.

3. Dokazte, zZe dané prirozené c¢islo A je druhou mocninou nékterého prirozeného cisla,
prave kdyz pro kazZdé prirozené n je aspon jeden z rozdili

(A+1)2— A (A+2)*—A (A+3)2 - A ..., (A+n)? - A

delitelny cislem n. (P. Karovsky)

Reseni. (i) Predpokladejme nejprve, ze A = d? pro nékteré pfirozené d. Pak pro kazdé
j=1,2,...,nplati (A+75)? - A= (d*>+7)?—d?> = (d*> —d+ j)(d* + d + j); protoze
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Jjedano z n po sope jaoucich cisel (a” —a -+ j7), Kde 3 = 1,4,...,7, J€ delltelne Clslein 7,
je ¢islem n délitelné i prislusné ¢&islo (A + j)? — A.

(ii) Pfedpokladejme nyni, Ze ¢islo A neni druhou mocninou zadného piirozeného
¢isla. V rozkladu ¢isla A na prvocinitele se pak nékteré prvocislo p vyskytuje v lichém
poctu exemplait, tedy p?*~1 | A a p** § A pro vhodné pfirozené k. Ukazme, Ze napiiklad
¢islo n = p?* nemé vlastnost z textu tlohy. P¥ipustme naopak, Ze pro nékteré j =
=1,2,...,p?! je rozdil (A+ j)? — A délitelny ¢&islem p?*. Cisla (A +5)? a A pak dévaji
stejné zbytky pii déleni ¢islem p?*, a tedy i p¥i déleni ¢islem p?*~1. Protoze &islo A je
délitelné ¢islem p?k~1, ne vsak éislem p2*, plati totéz i o ¢islu (A + 5)2. To je ale spor,
nebot (A + j)? je druhd mocnina piirozeného &isla.

4. Najdete vsechny dvojice redlnych cisel a, b, pro které md rovnice

ar? —24x +b
—:x
2 —1

v oboru redlnych ¢isel pravé dvé vesend, pricem? jejich soucet je 12.  (P. Cernek)

Reseni. Po vynasobeni obou stran rovnice vyrazem x2 — 1 (ktery je roven nule, prave
kdyz © € {—1,1}) a po pfevedeni vSech ¢lenti na jednu stranu dostaneme kubickou
rovnici

23 —ax® + 23z —b=0. (1)

Jak dobfe vime, kazda kubicka rovnice s redlnymi koeficienty mé v oboru realnych ¢isel
bud jeden, nebo tri kofeny (pocitame-li je s pfihlédnutim k jejich ndsobnosti). Protoze
obé FeSeni puvodni rovnice jsou kofeny rovnice (1), musi mit tato rovnice ¢4 realné
kofeny. Pro tato ¢isla x1, x2, x3 a pro koeficienty rovnice (1) plati zndmé Vietovy vzorce

x|+ T2 +2x3 = a,
T1To + T1T3 + T2y = 23, (2)

X123 — b.

Abychom se déale vyhnuli nékterym zkouskam, pripomenme znamy fakt, ze kazdé feseni
soustavy rovnic (2) je tvofeno trojici kofent rovnice (1), vSechna feSeni (2) jsou tedy
permutace téze trojice Cisel.

Predpoklad o dvou feSenich ptvodni rovnice znamend, ze bud pravé jeden z ko-
fenll x1, Ta, 3 patii do mnoziny {—1,1} a ostatni dva kofeny jsou rtzné, nebo je jeden
z kofenti x1, T2, r3 dvojnasobny a zadny z nich do mnoziny {—1, 1} nepatii. Reseni pti-
vodni rovnice lze proto oznacit s a 12 — s tak, ze nastane jedna z nasledujicich moznosti:
(r1,22,23) = (—1,8,12—5), (1,22, 23) = (1, 5,12—5), nebo (z1,x2,x3) = (s, 5,12 —35);
vzdy pfitom plati s ¢ {—1,1,6,11,13}. Vyjmenované moznosti ted jednotlivé posoudi-
me.

(i) (x1,x2,23) = (—1,s,12 — s). Soustava (2) ma po dosazeni a Gpravé tvar

a=11, s°—-125-35=0, b= —s5(12—s).
Druha rovnice ma dva kotfeny s = 5 a s = 7, kterym podle tfeti rovnice odpovida stejna
hodnota b = —35. Dvojice (a,b) = (11, —35) je FeSenim ulohy.
(ii) (1,22, 23) = (1, 5,12 — s). Soustava (2) mé po dosazeni a tGpravé tvar

a=13, s°—125+11=0, b=s(12—5).
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Drufla roviice 1ma Koreny s — 1 a s = 11, Ktere vsak patll K Nepripustnylini nodnotam s
(viz vyse).
(iii) (z1,x2,23) = (s,8,12 — s). Soustava (2) ma po dosazeni a tpravé tvar

a=s5+12, s> —245+23=0, b=s%(12—3s).

Druha rovnice mé kotfeny s = 1 a s = 23. Hodnota s = 1 je nepfipustné, hodnoté s = 23
podle prvni a tieti rovnice odpovidaji hodnoty a = 35 a b = —11-232 = —5819. Dvojice
(a,b) = (35, —5819) je FeSenim ulohy.

Hledané dvojice (a,b) jsou dvojice (11, —35) a (35, —5819).

5. V rovin€ je dan trojuhelnik KLM a bod A leZici na poloprimce opacné k polo-
primce K L. Sestrojte pravouhelnik ABCD, jehoz vrcholy B, C a D lezi po radé na
primkdch KM, KL o LM. (P. Caldbek)

Reseni. Predpoklddejme, ze ABCD je hledanj pravothelnik, a ozna¢me A’B’C'D’
jeho obraz v posunuti o vektor BA (obr.3, B’ = A). Bod A’ lezi na pfimce soumérné
sdruzené s primkou KM podle stfedu A — odpovidajici priseciky této primky s prim-
kami LK a LM oznaéme K’ a M’. Protoze thlopticka AC hledaného pravothelniku lezi
na piimce KL, je thlopricka A’C’ posunutého obdélniku A’B'C'D’ s K L rovnobé&zna.
Ve stejnolehlosti se stfedem M’, ktera pfevadi bod A’ do bodu K’ (a bod C' = D
do bodu L) odpovida pravouhlému trojuhelniku A’AC” trojuhelnik K’A”L. Bod A”
uz dovedeme sestrojit, protoze lezi na Thaletové kruznici nad primérem K’'L a na
piimce M’A. Nyni jiz snadno sestrojime hledany pravothelnik ABC D: nejprve uréime
body A" a C' = D, které jsou obrazy bodi K’ a L ve stejnolehlosti se stfedem M’ jez
prevadi bod A” do bodu A, a k nim doplnime vrcholy B a C' jako obrazy bodi B’ = A,
C" = D v posunuti o vektor A’/A = AB.

M/
M/

D,
Obr. 3 Obr. 4



rrotoze boad A 1ezl uvillr useCky n L a Vi # A, protinla primka i A 1Naletovu
kruznici nad pramérem K'L vzdy ve dvou bodech. Jim odpovidaji dvé rizné feseni

ABCD, A1B,C1D; (obr.4). Uloha mé vzdy dvé feseni.

6. Necht RT znaci mnozinu vsech kladniyjch redlnijch ¢isel. Najdéte vsechny funkce f:
RT™ — RT spliujici pro libovolnd x,y € RT rovnost

f(zfy) = flay) +=.
(P. Kanovsky)
Reseni. Dosadime-li do dané rovnice za = hodnotu f(z), dostaneme rovnici
F(f@)f @) = f(f(2)y) + f(2),

ze které vyjadiime f(f(z)y) = f(f(z)f(y)) — f(z). Jiné vyjadfeni téhoz vyrazu
f ( f(ac)y) dostaneme, kdyz v ptivodni rovnici vyménime navzajem hodnoty = a y; vyjde
nam f ( f (x)y) = f(yx) + y. Porovnanim obou vyjadfeni tak dostaneme rovnici

Ff@)fW) = flyz) +y + f(2),

jejiz leva strana se nezméni, vyménime-li navzajem hodnoty x a y. Stejnou vlastnost
musi proto mit i prava strana této rovnice, takze musi platit

flyz) +y+ f(z) = f(zy) +z+ f(y), mneboli y+ f(z)=2z+ f(y).

Dalsi ziejmou tpravou dostavame rovnici f(z)—x = f(y)—y, kterd musi byt splnéna pro
libovolnd z,y € RT. Znamena to, ze funkce = — f(z) —x je na mnoziné R konstantni,
tedy hledana funkce f musi byt tvaru f(x) = x + ¢ pro vhodné ¢éislo c¢. Po dosazeni
tohoto predpisu do obou stran ptivodni rovnice

fzfy) =zfly)+c=a(y+c)+c=sy+cx+c
Fay) t o= (ey+ o) +a=aytate

zjistujeme, Ze vyhovuje jediné ¢ = 1. Hledand funkce f je tudiz jedind a je urcena
vzorcem f(z) =z + 1.



