ULOHY DOMACIHO KOLA
53. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY
PRO ZAKY STREDNICH SKOL

Kategorie A

1.

Uréete vsechny dvojice (p, q) redlnych éisel takové, ze rovnice x2 + pr + ¢ = 0 m4 feseni v oboru
redlnych &isel, piicemz plati: Je-li ¢ kofenem této rovnice, je |2t — 15| rovnéz jejim kofenem.
P. Cernek

. V roviné daného ¢tverce K LM N uréete mnozinu vech bodu P, pro néz jsou thly NPK, KPL

a LPM shodné.
J. Suréek

. Prolibovolné piirozené ¢islo n sestavme z pismen A, B viechna mozn4, ,slova“ délky n. Rozdélme

je dvou skupin S,, a L,, podle toho, zda je v daném slové sudy, resp. lichy pocet ,slabik“ BA (za
sudy povazujeme i potet 0). Napiiklad slova BABBBBA a AAAAAAB patif obé do skupiny
S7,slova AABBABB a BA BAABA patif obé do skupiny L. Uréete, pro kterd n maji skupiny
S, a L, stejny pocet prvki.

J. Simsa

. Urcete nejmens{ redlné ¢islo p takové, Ze nerovnost

1
VIZ41+V2 414+ V32 +1+--+ n?+1< on(n+p)

plati pro kazdé pfirozené ¢islo n.
S. Travnicek

. Necht ABCD je tétivovy ¢tyiuhelnik, jehoz vnitini dhel p#i vrcholu B m4 velikost 60°.

a) Jestlize |BC| = |CD|, pak plati |CD| + |DA| = |AB|. Dokazte.
b) Rozhodnéte, zda plati opaénd implikace.
E. Kovadé

. V oboru redlnych &isel feSte soustavu rovnic

J. Sim3a
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Kategorie B

1. Kazdou z hvézdicek na misté jednotek ¢&isel ve vyrazu

TTTTTTTTT 7% 555 555 555 554
TUTTTTTTTTTx - 555555 555 559

nahradte néjakou éislici tak, aby vyraz nabyl co nejmensi hodnoty.
J. Sim3a
2. V rovnoramenném lichobézniku ABCD plati |BC| = |CD| = |DA| a|<DAB| = |[<ABC| = 36°.
Na zdkladné AB je dan bod K tak, ze |AK| = |AD|. Dokazte, ze kruznice opsané trojihelnikim
AKD a KBC maji vngjs{ dotyk.
J. Zhouf

3. V oboru redlnych ¢isel feste rovnici
zlz| =5z +7=0,

kde |z | znamen4 doln{ celou ¢ast &isla x, tedy nejvétsi celé éislo k, pro néz plati k < z. (Napiiklad

V2]=la|-31] = —4)
E. Kovdé

4. Cislo a, vznikne tak, 7e za sebe napiSeme prvnich n po sobé jdoucich pfirozenych &isel,
napiiklad a;3 = 12345678910111 213. Urcete, kolik ¢&isel délitelnych 24 se nachdzi mezi &isly

ai, az; - - -,0a10000- B
P. Cernek

5. Je dana piimka p a bod A, ktery na ni nelezi. Sestrojte lichobéznik ABC'D s minim&lnim
obsahem a ramenem BC na piimce p tak, aby byly splnény rovnosti |BC| = |AC| a
|BE| = 3|DE|, kde E je prusecik tihlopficek lichobézniku.

P. Leischner

6. Urcete vSechna pfirozend cisla M délitelnd 240, pro kterd méd rovnice M = NSN(z,y)
s nezndmymi x a y prdvé 1001 feSeni v oboru pfirozenych é&isel. (Symbol NSN(z,y) znacf
nejmensi spoleény nasobek ¢&isel x a y.)

P. Cernek



Kategorie C

1.

Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo m, které je vétsi nez 3 a neni délitelné tifemi, plati:
Sachovnici n x n lze roziezat na jeden ¢tverec 1 x 1 a obdélniky 3 x 1.
J. Zhouf

. Je dédn obdélnik ABCD. Necht pfimky p a ¢, které prochdzeji vrcholem A, protinaji

polokruznice vné pfipsané strandm BC a CD daného obdélniku po fadé v bodech K a L
(B# K # C # L # D) arovnéz strany BC a CD po fadé v bodech P a @) tak, Ze trojihelnik
ABP mij stejny obsah jako trojuhelnik KCP a zirovei trojihelnik AQD m4 stejny obsah jako
trojihelnik C'LQ. Dokazte, ze body K, L, C lezi na téze piimce.

J. Surcek

. Z&k mél vypocitat piiklad XY : Z, kde X je dvojmistné &islo, Y trojmistné ¢islo a Z trojmistné

¢islo s éislici 2 na misté jednotek. Vysledkem piikladu mélo byt piirozené ¢islo. Zak viak tecku
pfehlédl a soucin X -Y chépal jako pétimistné ¢islo. Ziskal tak sedmkrat vétsi vysledek, nez mél
vyjit. Jaky ptiklad mél zak pocitat?

P. Cernek

. Necht P je libovolny vnitini bod rovnostranného trojihelniku ABC. Uvazujme obrazy K, L a

M bodu P v osovych soumérnostech s osami AB, BC a C'A. Urtete mnozinu vSech bodu P
takovych, ze trojihelnik K LM je rovnoramenny.
J. Zhouf

. Pfirozené ¢islo nazveme magickym, pravé kdyz je lze rozlozit na soucet dvou trojmistnych ¢éisel

zapsanych stejnymi ¢éislicemi, ale v opaéném potadi. Napiiklad éislo 1413 je magické, nebot plati
1413 = 756 + 657; nejmensi magické ¢islo je 202.
a) Urtete pocet véech magickych &isel.
b) Ukazte, ze soucet vSech magickych Cisel je roven 187 000.
J. Simsa

Ze vsech ¢tytuhelniki, jez lze vepsat do kruznice o daném poloméru r a které maji dvé strany
dané délky m, urcete ten, ktery ma nejvétsi obsah.

P. Leischner



